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��� �	� "	�	 �� "�����������	 ��# �������	� � ��!����

����	�9 �����<=�> ���� �0��	�1 ������������	2 3����

��� ��� �!	 ������� ���������# ������������	2 3�������.

�������< ��������2 "�����!�<��# ?������1 ��	��� ��3�

3����
�����1> ��������2 � �����1> "�	���	��1>9 �	����

��<=�> � �	���#> ������������	2 3�����9 � ����� �����

�1� �	"�	�1 ������������	!	 �������.

�	�����	����� "�����!���	!	 ������# 	 #���	 �	��9 ��	

���	�� � ������� ����	����> ��� �	���	�� ������ ���
�� "	

�"	�#���	�� ����� � "�	�	���� "	 ���� "����������� ���#�

��#. %�>	��1� "	�	������ ��# ����� 	��� "���	�������	2

"�	!����1 ����� "	������ ��2���	���@�2 �� �	� �	����

	��	��	2 �	�������12 �	������ : ��$ +��.�.(;9 � �	�	�

�	� ��� 	����# � �	�������< ����� �3	������	���1 ����

��<=�� 	 ���	� A"�������	 �	��	��	 � "	��	���<B4
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�����������12 �������� ����	���	 �������� � �������	�

�12 ���� A' ���� ���
�2 � ) ��� "����������> ���#��2 �

�����<B ��# �������	�9 ���� "�� ���������	 �� ����	�1> �

��	���2 	 1��	����1> ��33����
�����1> ��������29 � �	

����# ��� �� "�����!��	�� 3��������� "��"	���� ?������1

��	��� ��������2 � �����1> "�	���	��1>. C���� 	 ���	�9

������2 ���	��  1�	 ����������	 ������ ��� ���"���1� �	��

���9 �"	�#���1� � ��$9 �	 �� "��������� ���� � �� 	�  ���

��#��1> 3��!����	�9 "�� ?�	� �"������# � 3	���� �������

� "���"	�	 ����# � ��	��< �����2 �������	�.

�"������# ������ �� "���12 ��!�#� "��������#���# ���

�	 "���"������	29 �	 "	��� 	"��������	2 �	�������	��� ��

����	�� ��@���. ����	���	 ��"�@�	 : ������ �������<.

$����� ��@�9 ��	 "�� ��@���� ?�	2 ����@���	2 ������ 	��

�	��1�� �	�"�	�����1�� "������� ����� ���. ����12 :

"��@�	�� "	�����	���� ���	�	�1�� "������� ��$9 �	�	�

�1� 	�	 ���	 �	"�<=� �1"����� �� 	 =�2 �	!��� � �����>

�	�	��	!	 ����� A� �����	4 "	���	�1 D�������9 �	������

�	�19 ����	�19 ����	� ����
��B. ��	�	2 : ��	2���� �����

����2 � �����1> "�	���	��1> "��>	���	�� ����!��� �� ���

?������1 	��	�����	2 ������������	2 ��	���9 � ��� �� 	�

A�� ���!�� ���	!	 �	������1>9 �	 "	  	��@�2 ����� 	 	��	�

�



����1> � �	2 ��� ��	2 ���"����B �� �<����2 	 ��	2����>

�	������1> ��������29 "����� ���!	 � "	��
�2 3�������	�

!	 ��1���. C���� 	 ���	�9 "	�����	�� ����	 ������� �����

���	������ ���# ���������	�� � ���# 3����	��.

$������ ��	 >	���1� "	#�����# "	 	�!�����
�� "	�	 �#.

� ��������1> ��	 ��> "	�������� ������ �1�����1 �������

��#9 �!��<=�� �	�� �	���������� A���@�����1> ��� "	�

 	��1> "	#�����2B. D��������� ?�� 3��!����1 "���1��<�

	��	��	2 ����� A�. �. ��# ��#��	!	 �����# �> ����	 ��� �����

�����B9 �	 ��� �� 	�� ����1 � �������� "	#�����2. +��!���

��	����9 ?�� 3��!����1 ����	 �	�"�������� ���9 ���  ���

�	 	�� �1�����1 �� "	�#.

��� 	��� �"	��� ������1� A��<���1�B ������1 ��"	���

��<��# � ���� ���	��1> �	���=���2 A�  ��������B9 �"��	�

�	�	�1> ��# ��	 ���� "������� � �	�
� "	�	 �#. C�� ��

"������� �"��	� �������������> 	 	�������29

�������<=�>�# � ������9 �	 �� 	��	�#=�>�# � ���1� �"	�

��� ������1� A�5��� �� "	������1� 	��	�����	 � �������

����B.

$���	� � 	������� �	��
 �	������������9 3	������	���

����������#9 ��������# � �. ". A���9 !�� ?�	 ����	 �	 �� ��

����� "�����
1B.

������
�# 3	���� ������# 	������	 � ����	� "���!���

3�. ��� ��1��� �� ����� 3	����1 ��"	����<��# ������19

��"����� �2�3 	������� ;�< ����� 3	����1 A'B A����#��

�2�
 -��� ��
/�	
*��. �� ��D	�� ��
���� ������
���	
�. ��*��

��������� ��1�0 ����

 G ���
� ��� ����	 /�������
��
��

�



3	����1 �����<��# 3��!����19 ���������1� ��"	!��3���

"�	 ��	�9 � � �	!������> "	��
�2 : ��#��	2 ���B. � 3	����

��>9 "��������#<=�> ����2�1� ��������# A��!� ���������

� ��33����
�����1�B9 �. �. �����9 � �	�	�1> ����� ��1��

!	�	���� 	 �"���	2 ������ A��	 	��	� �����B9 �����2 ���

���� 0 	������� �		��������<=�� 	��	�	��	� ���������9 ���

"�����4 ����	� AEB0 	������� 	��	�	��	� ���������9 �		��

�������<=�� ��������< AEB9 � AEBk0 : 	��	�	��	� �������

���9 �		��������<=�� k��� ��������< � AEB.

+���	� "	�	 �� �� �	��� �	���@���	 �������� !�� 	�	�

!	 �������# "�������9 �	�	�	� ��� ��� ���	��	#�����1> �"�

�������2 � �����# ���������1 : ��"�����9 �	29 �"��	�

�	�	�	2 "������� � �	�
� "	�	 �#. �����	 ���	� "	"1����#

���	���� 	��	��1� "	�	����# ��	��� � �	����	��	 ����	2

3	���9 "��!	��	2 ��# ���
�	��	!	 �����. � ��#�� � ?���

������� 	�������9 ��	 ���
�	��12 ����9 ���	����12 � ����

�	� "	�	 ��9 ��������� �� )*F)- ���
�2.

�




 �� 
�	�� ��������� ����������������

���	����� �������������� ������

%����� �������� �����19 ���� ���#����# �	�	�	2

T � const. 
����	���� 3��!���� �����19 �� "���1��<=�2

� �� �	�
��. ����	����� �����1 	� ����	����	!	 "	�	����#

A"�#��# ����#B 	 	������ u � u�t, x�. $������ ���1�� ���

������ u � �!�1 	���	����# �����1 	� ��>	��	2 "�#�	2

�����. � 	������ ρ : ����2��# "�	��	��� �����1.

C	!�� "	 GG ���	��

��<�	�� ��������

����� �x, x � Δx� 	"��

�1�����# ����������

A����� � ����	� ���. )B

ρΔxutt � �H�F��� Δx9
!�� F��� : ����2��#

"�	��	��� ���@��> ���9

��. ). ���!���� �����1

H : ����	��2����<=�# ��� ���#����#. %���� A� !	���	��

�����	� ��"�������� �������# ���B4

F cosβ � G cosα � T �	 F � T

cos β
, G � T

cosα
.

+����4

H � F sin β�G sinα � T tg β�T tgα � T �ux�x��ux�x�Δx��

A"	��	���� tgα � �ux�x�Δx�9 tg β � ux�x�B. � ��	!�

utt � T

ρ

 ux�x�Δx� � ux�x�

Δx
� F��� 

ρ
Δx�0�� T

ρ
uxx � F��� 

ρ
.

!



� 	������ f � F��� 
ρ

A���	�����9 �		 =���	� ���@���� ���

����B9 c2 � T

ρ
. � ��	!� "	����� ��� ���. ��������� �	�� ��

��2 �����1 A�&$B

utt � c2uxx � f. �1�

�������9 ��	 �c2� � L2

T 2
9 �. �. �c� � L

T
: ����# >���������#

��	�	���. +���� �1 �1#���� �� ��1�� A��. H IB.

6���	!���	 A�	 �1 ?�	!	 ������ ��J� ��  ����B �1�	����#

��������� �	�� ���2 ��� ���1

utt � c2�uxx � uyy� � f � c2Δu� f. �2�
&	�� ���# ���>����	2 ��	��	"�	2 �"��!	2 ����1 �����

	"��1��<��# ����������

utt � c2Δu� f � c2�uxx � uyy � uzz� � f, �3�
!�� u9 ��"����� : 	���	����� ����������	2 �	��� 	� ��>	��

�	!	 "	�	����# A�����# �		�������B. ����1�����#9 	����

��	!�� �	�� ������1� "�	
���1 	"��1��<��# ��������#��

���� A)BFA;B9 ���1����1�� "	?�	�� ��������#�� �	�� ���2

A�=� �������� : �	��	�	� ���������B.

 !"�#!� ��������# 0�������� ��# 	��	�	��	2 ��	��	"�

�	2 ����1  �� ���"�����

divE � ρ

εε0
, divB � 0,


B

t � �rotE,

εμ

c2

E

t � rotB� μμ0j,

"



!�� E : ?����������	� "	��9 B : ��!����	� "	��9 ρ : "�	��

�	��� ���#�	�9 ε : 	��	��������# ��?�����������# "�	���


���	���9 ε0 : ?�����������# "	��	#���#
�
ε0 � 1

μ0c2

�
9 μ0 :

��!�����# "	��	#���#9 j : "�	��	��� �	��9 μ : 	��	�������

��# ��!�����# "�	��
���	���9 c : ��	�	��� �����

Ac � 1��ε0μ0B. %����9 ��"�����9

εμ

c2
Ett � μμ0jt � 
rotB


t � �rot rotE �

� �∇divE�ΔE � ΔE� ∇ρ
εε0

,

��� ��	

Ett � c2

εμ
ΔE� μ0

ε
c2jt � c2

ε2ε0μ
∇ρ.

7���9 ��"�����9 ����� : ��?������� Aj � 0B9 � ���"�������

��� ���#�� �������	9 �	 "	������ �	��	�	� ���������

Ett � c2

εμ
ΔE� f , �4�

!�� f � � c2

ε2ε0μ
∇ρ : ��������# ��������9 �

c�
εμ

�!����

�	�� c9 ���� AIB "���������� � 3	��� A;B.


����	���� ��"��� ��"�	"�	�	��12 ��������9 �����	� ��

�#�	� � �!	 �	�
��� A��. ���. 'B. C��"������� θ � θ�t, x�.
D���2��# "�	��	��� ρ9 ����	��# ��"�	���	��� c. C	!�� �	

3��!����� �x, x�Δx� �	�������# ��"�	��# ?���!�# cθρΔx.

#



K���� ���# 3��!����� ���� "	�	� ��"��9 "�	��	��� q �	�	�

�	!	 A�. �. ?���!�# �������# �� "�	=��� � ����#B

	"��1�����# ���	�	�

����� q � �κ�∇θ
Aκ� : ��"�	"�	�	��

�	���B. � ����	�

A	��	����	�B ������

"	������

��. '. ���!���� ������#

d

dt
cθρΔx � κθx�x�Δx� � κθx�x� � ρ��� Δx,

!�� ρ��� : ����2��# "�	��	��� ��"�	�1> ���	����	� A���<�

��# � �	��	��1� ?33���1 ��"�		 ���� �����  	�	��< "	�

���>�	��� ������#B9 κ � κ�S : ����2��# ��"�	"�	�	��	���

AS : "�	=��� ������# ������#B. � ��	!�

θt � κ

cρ

 θx�x�Δx� � θx�x�

Δx
� ρ��� 

cρ
Δx�0�� κ

cρ
θxx � ρ��� 

cρ
.

� 	������ f � ρ��� 
cρ

A�	����	�����# ���������	��� "	��	�

�� ��"��B9 a2 � κ

cρ
� κ�
cρ$%

A�. �. ρ � ρ$%S9 !�� ρ$% : 	 L����#

"�	��	���B. C	!�� "	����� 	�	��������	� ���������

θt � a2θxx � f �5�
: 	��	����	� ��������� ��"�	"�	�	��	���. �������9 ��	

�c� � E

θM
, �κ� � �q�L3

θ
� EL

Tθ
,

	����� �a2� � L2�T 9 �. �. �a� � L��T A��1�� �������1 a

������ "	���B.

�&



6���	!���	 A�	 �1 ?�	!	 ������ ��  ����B �1�	�#��# '�

� ;�����	� ��������# ��"�	"�	�	��	���4

θt � a2Δθ � f. �6�
M�	 ��������� 	"��1���� "	������� �� �	���	 ���"������1

� ��"�	"�	�	��1> �����>9 �	 � ���!�� "�	
���1 � �����#���

��. �	?�	�� 	�	 ����� ���1�����# ���������� ��33����.

����12 �����12 �����2 3��������> "�	
���	� : ����


�	����1�9 �. �. �����9 � �	�	�1> "�������1 �� ���#<��

�# �	 ��������. +�# "�	
���	�9 	"��1����1> ��������#��

A)BFA;B9A*B ?�	 "������ � ��������< ����

Δv � g �7�
A!�� g : ��������# 3���
�#B9 ���1����	�� ����������

�����	�� A"�� g � 0 : ���������� D�"����B. ��"�����9

���� "�������1 � ?�����	����������	2 ������� A�����	��

����	2 �1@�B �� ���#<��# �	 ��������9 �	 ��������# 0����

����� "����� �����<=�2 ��� A��������# ?�����	�������B

divE � ρ

εε0
, divB � 0, rotE � 0, rotB � μμ0j.

�	 �	!�� E � ∇ϕ Aϕ : A����#��12B "	���
��� ?���������

��	!	 "	�#B9 B � rotA AA : ����	��12 "	���
��� ��!����

�	!	 "	�#9 �	��	 ������� divA � 0B9 � ��������# "�����

���

Δϕ � ρ

εε0
, ΔA � �μμ0j �8�

: I ����#��1> ��������# �����	�� A���� �� ρ � 09 j � 09

�	 I ��������# D�"����B.

��



+��!	2 "����� : ��� ����9 	����	���@�# ��	� �	�� ��

��# � "���#�@�# ��"	������< 3	��� "	� ��2������ !��"�

"1 "	��	#��1> ���. %� A'B "�� u � u�x, y� "	����� �������

��� �����	��

Δu � uxx � uyy � � f

c2

A���� ��� ���@��> ���9 �	 ��������� D�"����B. ����
��9

��	�����	�#<=�� ��������< D�"����9 ���1��<��# !���	�

���������. C���� 	 ���	�9 	����	���@�#�# ��� ����  ��

��!����� "�������� 3	��� !��3��� !���	������	2 3����


�� ' "�������1>. K����12 �����2 : 	����	���@�#�# �����

!�������# ������ ����� "�#��< 3	��� A!���	��������

3���
�� ) "�������	2 ���<� ��� u� � 09 �. �. ����2�1B.


 �� ������������ �����

�������������� ������

+�# �	!	 ��	 1 	"��1���� 3��������� A� �� �	���	B #����

��# �	����������	 A��� 	 1��	 !	�	�#� : �"�����#�� �����

���������� ���	�1�B9 ���� ���� "�	
��� ������������	!	

�	�����	����#9 "�� �	�	�	� ������1� 	 L����� �	"	�����

�#<��# �������1� 	 L���1 A��=� ���!	 : �����B. � �������

���� 	"������ #�����2 A
��� �	�	�	!	9 � �����	���9 � "�	�

!�	���	�����9 � � �����	���9 � �"�������� ���B "�	��>	���

"	 �>���9 ��	 ������	2 �� ���. ;.

��




��. ;. ��	
��� ������������	!	 �	�����	����#

����	��# �� �	9 ��	 ?��"1 ' � I ���� "���������	9 � ���

�����������# �	���� �"���������� �� �	9 ��	 ?��" ' � 	"���

������	� ��1��� �		���������� A	"��1����B ?��" I9 � ������

�	��� ����� ���� ��� � �� �	���  1�� �	�������. M���

"1 ) � ; �� �	�#� ���	!	 �	!�������	 L������	!	 >��������9

�	 �	������ � �� � ?������1 "��>	�	!�� A�� L������	���B9

��� �� ��� � ?��" ,9 "�������12 	
������� �������	 �� 	�1

�� ?��"� ). M��" ' : ����	 3	������129 "	����#���# ���	�

!�� "���
�"�� � "	�	�� �	���  1�� "�	����� 	 L������	

� ���������	 ����1�� ������	�����#��. $��	!	 !	�	�#9 	�

�	�	����� 	� ������	!	 	 L����9 � "	�	�� �!	 ���������1 ��

�	!�� ���� "	 �� � �� "	���������9 �� 	"�	���!���� �����

����	��� ������������	2 �	���� A�. �. �������	 ?��"� )B.

��



�����	 ��=�����<� ���������1� ��� 	����# A��	 >	���

�1�B9  �� �1"	�����# �	�	�1> �������������# �	���� ���

�� �� �	��� "������	���� �� ����<��� 	 ��������	���. M��

��� 	����# ���1��<��# �
������
��$% �������������	2

������ ������������	2 3����� A�. �. �3	������	����	29 "	�

��� "�	
����1 ������������	!	 �	�����	����#9 ��J� � ���

����������	� ����B. �"���1� 	�� #��	 � "	��	���<  1��

�3	������	���1 3���
������ ���������	� N.6�����	�.

������ ��� "������� �>9 ��	 >	���	 	!	�	����9 ��	 � �<�

 	2 ������������	2 �	���� ���<��# ����1�9 �	�	�1� �	��

�	 �����#��9 � �	�	�1� ���#��# �� ��>	��1� � �1����#��1�.

M�	 �������� �	 ��	!	� ���	��	4 "�� ������ ������	����#

��� ����1� ���������18 � ���!	2 ��	�	�19 "	��� 	"��������

�1> �����2 �	��	 �������� � ������� �������1�� 	����

��	!�� ����1�9 ��� ��	 	�� 	������# ���� �� 1�	��1��.

C���� 	 ���	�9 ���������� ����1> �� �������1� A�����#�

��1�B � ���	�1� A�1����#��1�B : ��� �����2@�# �����

"�	
���� ������������	!	 �	�����	����# A�. �. ?��"� ) �

�>���B. +�# 	"�����# ?��"� '  ���� �������9 ��	 ?�	 ����

������� A�1�������9 3	������	���B ��J� "�	�����	9 � �19

����� 	 ���	�9 ����� � ��@�2 ������������	2 �	���� �>	��

�1� A�������1�B ����1� f � ���	�1� �������1 u. $��� ��

�	���� �1���"��� � �������� ���	����9 �	�	�12 "	 ������	�

�� �� �>	�� f �1���� �� �1>	�� u.

� ���������� ������������	!	 �	�����	����# �	�����#�

���# ���������

A�u� � f, �1�
��



�� �	�	�	!	 "	 ������	�� f ����	 ��2�� u. O���� A : ���	�

�	�12 	"����	� A	�	 �������9 3���
�#B9 �. �. �������# "	�

����	�������	��� ��2����29 �	�	��# "�	���	����# ��� �����

�����1�� ����������.

� ���� A)B "�� "	�>	�#=�� 	"��������� A9 u � f �	��

�	 ��"����� �< �< ������9 �3	������	�����< � ����������

������������	!	 �	�����	����#. �� ������������	� #�1��

��@��� A)B : ������ ��2�� 	 ����12 	"����	� A�19 � �	!��

��@���� ��"�@���# ��� u � A�1�f�. �� "������� "	��� A�1

A�. �. ��@���� A)BB �	��� "��������#�� ����������1� �����

�	���. �	 ������� ��������� ��>�������� �����	��� "	 �"	�

���� #��	!	 ���� ��@���#������
�	�	�1� � ����	#=�� ����# �		 =� �� �����<��# ���

������1�� ����� �	!	9 ��	 "	����#<=��  	��@�����	

����� � �� �	"����<� ��	����� ��� �#��	!	� "��������

����# ��@���2

�����
��� >	�#  1 �	"�����< �!	 ��	2����9 � "���
�"�����1�

�����	���9 ��#����1� � 	��1������� ���	!	 "	�#��# ��@��

��#9 "	�������� �!	 "���	�19 "�	 ���	2 �!	 ��=����	����#

� �. ".

%����	 ��# ��@���# ��	�	2 "�	 ���1 � ��	 >	���	 	����

���� ���! ��� 	����2 � ����������2 �	������	���� �����

�� A)B9 "�� �	�	�1> >	�#  1 ���� "	����	��� �	"�	�� 	 "	�

���� ��@���# A)B A"���� "	�� � � 	��1�� 	� ��>	��	!	 	 L���

��9 ���� 	"�����# �	�	�	!	 ?�� ������ 3	������	������B ��

 ���� �	������� #��1> ���������> "�	���	����2 ��� �"���

	��	2 ��"��!	��	��� ��# 	"�����# ������1> 	 L���	�. 6���

��



��� �3	������	��� ?�� ���������1� ��� 	����# � ������

<=�� ����4

). ��	 >	���	 ������� ������� ��	������ U � F 9 �	�	�1�

�� 	!������� �1 	� ������� u � f �		����������	.

'. ��� �< 	� f � F ������ A)B �	���� ����� ��@����

u � U .

;. ��� �< 	� f � F ��@���� u � U �	���	  1�� �����

������1�.

I. 
�@���� u � U �	���	 ��"���1��	 �������� 	� �>	��

�1> ����1> f � F 9 �. �. "�� ���	� ��������� f ���

@���� u �	���	 ����� ���#���# ���	. +��!��� ��	���

��9 ��	�� �!	��	 ����# "	!��@�	��� "�� ������� f ��

�	���� "���	���� � 	=����1� A�	����1�B ��������#�

� ��2����	� ��@���� u.

7��� ?�� ��� 	����# �1"	����19 �	 ������ A)B ���1�����#

�	������	2 A"	 6������B9 � ?�	 "���#�	 ������� "������

�	� �������� ?��"� ' � �>��� �1@�. +���� ��� �	��	 �	�

���@�����	���� ���	�1 ��@���# A)B9 ������� ��	2���� ���

@���29 ���	��	�1���� ���������1 � "���������	� ��1���

A?��" ;B � �. �. �	 � �����> ��� ���. �������������	2 3��

����� 	��	��	� �������� ����#���# "����� ���!	 ��@���<

������ A)B ���	2 "	 �� � � � �����	��� �	"�	�� �� �	������

�	���.

 !"�#!� &�������	� ��������� x2�ax�b � 0 �� "���12

��!�#� �� ��	�����	�#�� ��� 	����#� �	������	���9 	�	 ���

�	 ���� ������ ��=�������1� ��@���# Au � x � R9 U � R8

��



f � �a, b� � R
29 F � R

2B9 �. �. ��@���2 �	��� �		 =� ��

 1��. M�	 �	��	 "	"������9 "	�	��� U � C9 �	 �	!�� ���

��@����# ��� 	����� ����������	���. M�� "�	 ���� �	��	

��@���9 "	�	��� U � C
29 �. �. "	����# ��@���� ��� "���

u �
	�a��

a2 � 4b

2
,
�a��

a2 � 4b

2



;

". I 	"��������# 6������ �1"	���� ����� ��"���1��	���

�		��������<=�> 3���
�2.

 !"�#!� ��	 >	���	 ����#�� "	��. 
��>	� ���#� �� ����

��
� "�	=��� ��������9 ���	 ���	�	�	� �	�������	 ���#�9

	������� "	�	�� �����. ����	 ��"�>��� "�������12 ���	�

"	�	�1 A����	2 ����1B. � ���������� �	"	!��3������> ���

������2 � ���!�> 3���	�	� �����	����	9 ��	  ���=�� "	��

������ "�#�	�!	����< 3	����. �	�����## 3���� "��������

�#�� �	 	2 �������������< �	����4 ����������	�� 	 L���

�� A"	��B �	"	�����#���# �������12 A"�#�	�!	�����B. ���

?�	� �	�9 ��	 ?�	 ������9  ���� �� �� # 	����������	��� � �	�9

��	 ?�	 �	"	��������� �	����	��	 ��������	 A�. �. � ���	�

���� �	���	����� 3	��1 "	�# 	� "�#�	�!	���	2 : � �����>

�	"�����	!	� � �. ".B. +���� ������ ��	����# � "�	���2@�2

������������	2 3	����� ��# "�	=��� "�#�	�!	������

S � ab. �2�

01 ����� S. �������# ��������� �������� a� A��	 �� "����

���� 	"#�� �� ��� ��� �	"	��������# ������1� 	 L�����

�� �����	��� �������	!	 	 L���� : ����� aB � "	�������� b

"	 3	����� A'B. ��������� A'B ����� ��� A)B. � ��� u � b9

�!



f � �a, S�9 A�u� � au. O����� �	������� "	 6������4 �����

������	 ��#�� U � R
�9 F � R

��R
�9 �	!�� "". '9; 	������	

�1"	����19 � ". I �1"	���� ����� ��"���1��	��� 3���
��

g�a, S� � S�a �� R
��R

�. ���!	���# �1"	�����< ". I 	 ���

"���� �	� 3���9 ��	 �"	!��@�	��� ��������#� ������� a

� S9����#�����# �� ��	���	 � �"	!��@�	���< "�� 	�	��9 ���

?�	 ����	 !	�	�#�9 ��	���	 � ����� "�	
���	� �������

��
�� "	�# � ���� "�#�	�!	������

��
�	���� !	�	�#9 ��������� a � S � �����> 	"��������1> ����

"��	�	�9 "���	��� � ��������< b ����� � 	"��������	� ����

����	�� A�� ���@�	� @��	�	�B ���"��	��. +��	 � �	�9 ��	

"�� ������������	� �	�����	����� �< 	2 �����#��	2 ����

����	2 ��������� �		���������� �� 	��	 ����	9 � ���"��	�

�����. ��"�����9  ����1�����	 !	�	���� 	 ������ "	�#� �

�	��	���< �	 ���	����	�9 � ���	 ��� �� � ���	��	��� �����

����29 � � ���	2 "���	�� ��������
�� "	�#. �	?�	�� � ���

������� ��@���# ������ ���!��  ���� �� 	���9 � ���	�	�12

���"��	�. $�1�� ". I 	"��������# 6������ � �	�9 ��	 1

?�	� �	�	��������12 ���"��	��  1� �� ���@�	� @��	���

A�	����9 ��	 1 	 ��"����� ��# ?�	!	 ��	 >	���	� ���	���B.

 !"�#!� $����� � �� ���������2��	!	 	����#. ������

��	�� � �	��� �x0, 0�9 �����#�� �"���	 "	� �!�	� α � !	���	��

��9 ��������# ��	�	��� ����#�� ����� u0. ����	 "	������


��� � �	��� �x�, 0� A�	����	9 x� � x0B. $	"�	��������� �	��

��>� "���� ��!��� A?�	 ��� �������12 @�! � �����������

��	� �	�����	�����B. +�# �		������ �x, y� ����#�� �����

�"



������ &	@�

x� � 0, y� � �g;

x�0� � x0, y�0� � 0, x��0� � v, y��0� � w,

�3�

!�� v � u0 cosα9 w � u0 sinα. 
�@���4

x � x0 � vt, y � wt� gt2�2,
	����� ����	 ��	 ����#� �"���� �� ����< "�� t � t� � 2w�g9
��� ��	

x� � x�t�� � x0 � 2vw

g
� x0 � u20

g
sin 2α. �4�

O���� �����#��1�� ���������� #��#<��# x09 x�9 α9 u09 t�9 g
� �. �. ��� ��	 >	���	��� �	��	 �������� � x�t�9 y�t�9 x��t�9
y��t� � �. ". "�� �������1> t9 �	 ?�	 ����@��. �	 ��1��� ���

���� #��	9 ��	 �1 �	��� �"����#�� �!�	� α9 ������9 �!	 �

����	 ������� ���	�1�4 u � α. 6 ������1�� ����������

#��#<��# x09 x�9 u09 g � �. �. O���� ����	9 ��	 �� 	� �������9

���<����1> � ����	� f 9 ������� 	� �� L������	!	 �1 	��

������	�����#9 �. �. ��� �"��	��	2 !����
1 ����� ��>	��

�1�� ����1��� A�����#��1��B � ��	����������. � ����	�

������ �	��	9 ��"�����9 ������� f � x�9 � �������1 x09 u09

g � �. �. ������� 3�����	����1�� A�	��������� ������B. C	�

!�� ������ A;B "�������� ��� A)B9 !�� �	��A �!���� 	"����	�

��@���# ������ &	@� A;B9 �	�	�129 � ������<9 �1"��1���

���# � #��	� ���� AIB9 �. �. A�u� � A�α� � x0 � u20
g
sin 2α9

��� ��	 �������	 ��2�� A�1 � ��� ���1� #��	 �1������

��@����4

�#



�$%&�' �� x� � x0 � u20
g
. C	!�� ��@���2 ���.

�$%&�' �� x� � x0 � u20
g
. C	!�� ��@���� 	��	4 α � π

4
.

�$%&�' �� x� � x0 � u20
g
. C	!�� ��@���2 ���4

α1 � 1

2
arcsin

	
x� � x0
u20

g



; α2 � π

2
� α1. �5�

C���� 	 ���	�9 ��	 >	���	 "	�	���� F �
	
x0, x0 � u20

g

�
9

� � �1 	�	� U �	�����<� �	"	��������1� �����	���9 �. �.

��@���29 �		 =� !	�	�#9 ���9 ��	 �		���������� ������	2

������ � A�������# � ���������# ������	���B. O���� �	��	

"	���"��� "	�����	��.

��!"��	 �� �!���������# �	���	 ��������	2 ������ 	2

A��� �	���	 ������	2B9 "	�	��� U �
�
0,
π

4

�
��� �		�����

������	 U �

π
4
,
π

2

�
.

��!"��	 �� �	�	���� U �
�
0,
π

4

�
�

π
4
,
π

2

�
9 �����# ���

���1� ����12 ��� ��@����� "��� �	��	��1> �!�	�.

� 	 	�> ��������> ��@���� u � U  ���� ��=����	���� �

 ���� ����������	 "�� ���> f � F 9 �. �. "". '9; 	"��������#

6������ �1"	����18 ". I ����� �1"	���� ����� ��"���1��

�	��� 3���
�2 A,B. �� "������� ?�	 	�������9 ��	 "�� �	�

����	��	2 �	��	��� ������# �!�� ������ 1 ���"��	� "	"��

����# ����#�	�  ���� �	����	��	 ���9 ��	 1 
��� "	"�����

� "#��	 "	������# ���1�	� ����#��. �

�	 ���> ���> "������> �1 ��	!�� �	 ����# �	������	���

 �� 	�	 1> �����2. �  	��� ��	��1> ������> ?�	 �� ���!��

�&



��!�	 �������. ��	 ���1� ��	��	��� �	��� "��������#��

	 ��"������ ". I 	"��������# 6������. P ������ "��������

�1 "	����	����# "	�����.


 �� ����	�� ������ ���

���������������� ���	�����

7��� �������������# �	���� 3	����������# � ���� ��3�

3����
�����1> ��������29 �	 ��# �1"	�����# ��� 	����#

�	������	��� ���	����	��	 ������������� �	���	 ?�� �����

����#9 �	 ��	 >	���	 �	 ���#�� �	"	��������1� ���	��#

A�	�	�1�  ���� �!���� �	�� �	"	��������1> �		��	@���2

� �>	��1> ����1>B9 �. �. ����� �����	�	 ����@����# ��� 	�

����� ����������	��� ��@���#. M�	 �	��	 ������ ��J� ��

"������ �+�9 ��� "	���1���� �����<=�2 "�����.

 !"�#!� ��	���� ������ ����������	 ����> � �1�	�1 09

�	"�	�������� �	���>� �� ����1����. ��2�� ����# "	����

�	 "�����# �� ����<. 7��� h : �1�	�� ����#9 �	

h� � �g, �1�
��� ��	 h�t� � �gt2�2� at� b9 !�� a � b : "	��	#��1�. M�	

	 =�2 3���4 ��@���# �+� GG "	�#��� 	 ����<� '�"�������

������	� ����2���	. K�	 1 �1������ ����������	� ��@����9

��	 >	���	 ������ ' �	"	��������1> ���	��#. ���	 ���	���

����� #��	 �� ���	��2 ������4

h�0� � 0, �2�
��� ��	 b � 0. K�	 1 ��2�� a9 ����	 "������� �	"	����

�����1� �		 ������#. � ����	� ������ ����������	 �������

��



������	2 ��������< ��	�	���4

h��0� � v. �3�
C	!�� a � v9 ��� ��	

h�t� � �gt
2

2
� vt. �4�

%����4 h�t� � 0 "�� t � t� � 2v�g : ?�	 � ���� 	����.

$ ������������	2 �	��� �����# �1 �	 ����� �	������	���

������9 �	 ���� ��������< A)B ��� ���. �������1� ����1�

A'B9 A;B A����1� &	@�9 �������1� ���	��#B9 "	����� � ���

�������� ������ &	@� A)BFA;B9 �	�	��# ��� ����� ����������

�	� ��@���� AIB. �

�	��	��1 � ���!�� �������1 �	"	��������1> ���	��29

��� "	���1���� �����<=�2 "�����.

 !"�#!� � ���	��#> "���1��=�!	 �������  ���� ����

���� ������	2 ��	�	��� �� � �	����  �	��� t � 09 � � �	����

t0 � 04

h��t0� � w. �5�
�	����� ��� ���. ������< ������ A)B9 A'B9 A,B9 ��@�# �	�	�

��<9 ��!�	 ��2��� h�t� � �gt2�2� �w� gt0�t9 � � �����	���

�	��	 �1������� ��������< ��	�	��� h��0� � w � gt09 �	�

�	��< ��	 >	���	 "������ ����<. �

��� ��@���� �����1> ����� ��# �+� �	!�� �	��������

�	"	��������1� �����	���4 ��@���� �	��� �� ��=����	����

���  1�� �� ����������1� "�� 	"��������1> �������#> "��

������	� ������ : �"�	���9 ?�� �������#9 �� "���12 ��!�#�

��������1��9 �� ���	� ���� "��������#<� �������9 � �	�

��



����� ��# ��@���# ���	�	�1> �K� A?�	� �	"�	� �1 ����

��	���� "	���B.

� ������ �K� �����
�# 	��	��#���# ���9 ��	 ��@����

�K� �	������ ��J� �� ����	�1�9 � 3���
�	�����1� "����

����1.

 !"�#!� ����� u : ���	�	��# ��������9 �����#=�# 	�

������� t � �		������1 x. $�	�	��� ��������# ?�	2 �����

���1 � ����	2 �	��� x � �	���� t �������� � ����� f�t, x�.
��2�� u�t, x�. %���� "�	���2@�� �K�9 	"��1��<=�� ����

�12 "�	
���4

u

t � f. �6�


�@�# �!	9 "	������4 u�t, x� � u�0, x��
t�
0

f�s, x�ds. �	��	���

�� u�0, x� ���������	9 �	 ?�	 �	���  1�� "�	���	����# ���

������ ϕ�x�. C�� ���1�9 ��� ��@���# A*B ���<� ���

u�t, x� � ϕ�x� �
t�
0

f�s, x�ds, �7�

!�� ϕ : "�	���	����# 3���
�#. K�	 1 �1������ ����������

�	� ��@����9 ����	 �	 ����� � A*B �	"	��������1� ���	��#9

"����� #��	9 ��	 ������� ����>��� 	 ����	�1> "�������	�

�����  ���� ���	����	��1�9 � ����	 �������� 3���
�	�����

�1� �		��	@���#. $��	� ����������	� : ������ �������	�

�	��	#��� ������14

u�t�0 � u0�x�. �8�
��



C	!�� 	������	 ϕ � u09 � ��@���� ��� ���. ������ &	@�

A*B9 AQB "�������� ���

u�t, x� � u0�x� �
t�
0

f�s, x�ds. �9�

� ����	� "������ ������1  1�� ���2�� "�	��18 � ����

���  	��� ��	��1> �K� ?�	 ��� �� ���9 �	 	"���������#

����	!�# 	������#. �	�����9 ��� �	��	 �������� �	"	����

�����1� ���	��# ��# ��> �K�9 �	�	�1� �1 �1���� � H ).

�&$

utt � c2uxx � f �10�
�1������ �	� 3���9 ��	 ���	����� �	��� �����1 	"�����#�

���# ���	29 ��2����<=�2 �� ��� A��	 �		���������� "���	2

����� A)(BB. �	 ����	!�� � ��>����	2 �	���9 �����	�����	2

���� ��	��	�����	 �1@�9 ��@���2 ����# ������  ���� �����

��	!	9 �	 �1������ ����������	� ��@���� �	��	9 �����9 ���

"�����9 �������	� "	�	����� � ��	�	��� �	���. � ������

A)(B ?�	 	�������9 ��	 ������� ������ �������	� "	�	�����

���> �	��� �����19 �. �. �� 3	��� � �	���� t � 04

u�t�0 � ϕ�x� �11�
� ��������< ��	�	��� ���> �	��� A"�	3��� ��	�	��� "��

t � 0B4

ut�t�0 � ψ�x�. �12�
�	�������# ��� ���. ������ &	@� A)(B9 A))B9 A)'B ��# �&$

A)(B. &�� �1 �1#���� "	��� A� H IB9 ?�� ������ �	�������

� ������  ���	����	2 �����19 �. �. ���� u�t, x� 	"��������

��



A�=���#B "�� x � R9 t � 0. & �	�� 3����9 ��	 ���	��# A))B9

A)'B #��#<��# "	�>	�#=��� ��# A)(B9 �	��	  1�	 "����� �

�� ����	 �������������> �		 ������2 AGG "	�#�	� �������

��# A)(B9 ��	2���� �������	2 ����	2 �t � 0�9 � �. �.B9 �	 �


��� ��@�!	 ����� ?�	 �� �>	���.

����	����	��� �����1 : ?�	 ��������
�#9 �	"������# �

������9 ���� �1 ������������� �	���9 �	����	��	 �������

	� �	�
	� �����1 A� �����	9 ��9 �	 �	�	�1> �� ��"����� �	2�

�� ����#��� 	 ��3	���
�#9 ��!��� 	� �	�
	�B. � "�	����	�

������ ��	 >	���	 ������������� 	!���������< ��� "	���

 ���	�����< ������.

 !"�#!� D��12 �	��
 �����1 ����1�����# A������� ��	

	� ��>	����# � �	��� x � 0B9 � "���12 : ���9 �. �. ������

�������� �������� �0,��� �� 	�� x. � ?�	� ������ ������

A)(BFA)'B "��	 �������# � ����

utt � c2uxx � f, t � 0, x � 0; �13�
u�t�0,x�0 � ϕ, �14�
ut�t�0,x�0 � ψ. �15�

&�� �1 ������ "	���9 ?�� ������ �����	�	 ���	�������9

�. �. ����� ��	!	 ��@���29 ��� ��	 ����	 �	 ����� �	"	��

�������1� ���	��#. &�� �� 3��������>9 ��� � �� ���������

�����> �		 ������2 �	��	 "����� � ���	��< ����

u�x�0,t�0 � χ�t�, �16�
�1����<=��� �	� 3���9 ��	 ���	� �	�� ���2 ���	!	 �	��


� �����1 ����� A��"�����9 "�� χ � 0 �	��
 �����"���B.

$ "	��
�2 	 =�2 ��	��� �K� ��� �	"	��������1� ���	��#

��



A)IBFA)*B ���1��<��# �����1�� ��� !������1�� ���	��#��

A�. �. 	�� �1����<� "	������� ���	�	2 3���
�� �� ���<9

!����
� �� 	 ����� 	"��������#B9 � ������ A);BFA)*B : ����

��	2 ������2 A���9 �"�	���9 � ���	��# � ������ RA)(BFA)'BS9

RA*B9AQBS9 RA)BFA;BSB9 �	 ���	������� ��	���	�� ���9 ��	 ����

t �!���� �	�� �������9 �	 �����1� ���	��# "�� t � t�'( ���1�

��<� �������1��9 � ���� ���!�> ���	��2 ���9 �	 ��# ������

���1�����# �������	2 A	 1��	 ?�	 ������ &	@�9 �. �. ������9

� �	�	�	2 ����	 ���	��2 ����	 "	�#��� ��������#B. � ����

�	� ������ �������1�� �	��	 ������� ���	��# A)IB � A),B9

� ���	��� A)*B ���1�����# �����1� ��J� � ���	� ��1��� A	�	

� � ���	� ���� 	"��1���� "	������� 3�������	2 �������1 u

�� ���< �� "�	�����������	2 	 ����� 	"��������# �0,���B.
��# ������ A);BFA)*B "�� ?�	� ���1�����# �������	������	2

������2 A��� ���@���	2 ������29 �. �. � ��2 ����@��1 ���	�

��# ���> ���	��B. �	��� �1 "	����� �	������	��� ������

A);BFA)*B.

�	��	��1 � ���!�� �������1 �����1> ���	��2 �����	

A)*B9 ��"�����9 ���	�4

ux�x�0,t�0 � ρ�t�, �17�

	�����<=�� ������� ����	�� �����1 � ���	� �	�
� A"��

ρ � 0 ?�	 ������9 ��	 �	��
 ��	 	��	 �������#B. O�����

A);BFA),B9A)-B ����� �	�������. ���	��# A)*B � A)-B ���1�

��<��# �		����������	 G � GG �����1�� ���	��#��9 � �		��

�������<=�� �������	������1� ������ : G � GG �������	�

�����1�� �������� A�&OB. %�	!�� ��������������# �����	�

��



���	��� GGG �	��4 �αux � βu��x�0 � κ�t�9 �	 � ��@�� �����

�1 ��  ���� �!	 �������. �

 !"�#!� 7��� 	 � �	�
� �����1 ��	 >	���	 ����1����9

�	 ��������� A)(B � ���	��# A))B9A)'B �����������<��# ��J�

�� �	����	� ��������� x � �a, b�9 � � ?�	� ������ ��	 >	���	

�������� ���	��� �� 	 	�> �	�
�> �����19 �. �. "�� x � a �

x � b9 ��"�����4

u�x�a � χ1�t�, u�x�b � χ2�t� �18�
AG �����	� ���	���9 "	�������# G �&OB9 ���

ux�x�a � ρ1�t�, ux�x�b � ρ2�t� �19�
AGG �����	� ���	���9 "	�������# GG �&OB9 ��� ���@���1� ���

�����18 3��������2 ��1�� ?��> ���	��2 �	� �� ��	 � �

������ "	�� ���	����	2 �����1. &	������	��� 	"�����1>

�����  ���� 	 ��������# "	�����. �

6���	!���	 ����#��# �����1� ������ ��# �	��	�	!	 �����

����# � ��	!	����	� ������. C��9 ��"�����9 ���� ��� ����

 ���	����� A"	��1���� ��< "�	��	���B9 �	 � ��������<

utt � c2�uxx � uyy� � f �20�
�	����	��	 �	 ����� �������1� ����1�

u�t�0 � ϕ, ut�t�0 � ψ, �21�
��	 1 "	������ �	�������< ������ A&	@�B. 7��� �� ����

 ���� ����� !����
19 �. �. �������� ���	�	��< 	 �����

Ω � R
2 A	!���������< ��� ���B9 �	 �		��	@���# A'(B9 A')B

�����������<��# "�� �x, y� � Ω9 �	 �	!�� �� !����
� ����

�!



 ���1 ������� ������ ) �	"	��������	� ���	���. 6���	!���

�	 	��	����	�� �����<9 ��� 	��� ���"�	�������1 �����<�

=�� �������14

u�	Ω � χ �22�
AG �����	� ���	���9 �		����������	 A'(BFA''B ���1�����#

G �&O9 3��������2 ��1�� A''B 	������� : �������# ���	�

�	�� ���# ���# ��� ���19 ��"�����9 "�� χ � 0 ?�	 	������

�� ��	 ���2 �����"���B9 ���


u

ν

����
	Ω
� ρ �23�

A�		����������	9 GG �����	� ���	���B9 � �. �.

+�# ��������# ��"�	"�	�	��	���

ut � a2Δu� f �24�
�����
�# "	��	���< ����	!����9 �� ����<������ ����� ���

�����1> ���	��2. +��	 � �	�9 ��	 ?�	 ��������� : G "	�#���

"	 t9 "	?�	�� "�� t � 0 ������� �������� �	���	 ��������

���	2 3���
�� u4�����
"�� ��	 >	���	��� �������� ut�t�0 �	!�� ��� �	��	

��2�� "�#�	 �� A'IB9 	����� ��� #��	9 ��	 ������ � �����

���� u � ut "�� t � 0 "���	"�������� � "	�	�� �		 =�

!	�	�# �� ����� ��@���2

�����
u�t�0 � ϕ. �25�

7��� ��������������# ��"�	"�	�	���# �����9 ������<=�#

��� "�	��������	 R
n9 �	 ���	��# A'IB9 A',B A"�� x � R

nB

	 ����<� �	�������< A��� �1 "	����� "	���B ������9 ���

�"



�1�����< �������	2 ������2 A������2 &	@��+���>���B ��#

��������# ��"�	"�	�	��	��� A'IB. ���������2 ��1�� ?�	2

������ 	������� : ��2�� ���"��������� ���"������1 �  ���

�	����	2 ��"�	"�	�	��	2 �����9 ���� �������1 ��������#

���"������� � ���	����� A"	��� �����B ��"��.

$		����������	9 ���� ����� �������� ��@� ���	�	��< 	 �

����� Ω � R
n9 �	 A'IB9 A',B �����������<��# "�� x � Ω9 �

�� 
Ω ��� ����# ������ �	"	��������1� ���	��#  �������	

��� �� ��� ?�	 �����	�� ��# ��������# �	�� ���2. �������

���2 ��1�� ?��> ���	��2 �	����	��	 "�	��4 A''B 	������� ���

������< ���"������� �� !����
� ����9 � A';B 	������� ������

�12 ��"�	�	2 "	�	� �� !����
�. $		��������<=�� ������4

G �&O A'IB9A',B9A''B � GG �&O A'IB9A',B9A';B ����� �	������1

"	 6������9 >	�# �	�����������	 ?�	!	 3���� �����������	.

�	����� �1  ���� ������������� 	��	����12 �����2 A����

�	!���	 A)*BFA)/BB9 � �	�	�	� ?�	� 3��� ��!�� 	 	��	����.

���	��
9 ��# ��������# �����	��

Δu � g �26�
"	����	��� �����1> ����� � ����������	2 ���"��� ����	!���

��9 �	 ���<��# � ��=�������1� 	�����#. %> �	��	 "	�#��

��� �� �������������>9 ��� � �� 3��������> �		 ������2.

� �����> ��@�!	 ����� ������������ "�� �!��� �	 ��	�	��

�"	�	 �. ��������� A'*B �	��	 "	������ ��� ���
�	����12

������� ��������2 A'(B � A'IB9 �. �. 	�	 	"��1���� �����1��

@��� �	��	#��� �"��!	2 ����1 ��� ���
�	����	� ���"�����
�) *
�������� ���D� �������������� �� ���*�� ������ ������
� 3��


	��� 9�H
5 	*, -��0 ��	��
�

�#



����� ���"������1.����
�� "������� ?�	 	������� �	����	��	 �������	� �������

���9 "	��� �	����	��	  	��@	!	 ������� ��� �����
��9

�. �. ��@���� A'(B ��� A'IB "�� t � 19 ���� ���@���

3���	�1 �"	�	 ����<� ����>���< �	�� ���2

����
�	?�	�� ����������	9 ��	 ���	��# A''B9 A';B 	���<��# "����

����. � ������ ��������# A'*B ���	��� G �	�� A''B ���1�

�����# ���	���� +���>�� A� �		��������<=�# ������ A'*B9

A''B : ������2 +���>��9 ��� G �����	2 ������2B9 � A';B :

���	���� ��2���� A� A'*B9 A';B : ������2 ��2����9 GG �����

�	2 ������2B. ������9 � 	������ 	� �����
�	����1> �������

��29 �������1> ���	��2 �		 =� !	�	�# ���	����	��	4 �	!��

��� 	�����# �	"	��������1� ���	��# �� � A���� 	 ����� Ω9

� �	�	�	2 �=���# ��@����9 ��	!��������B9 �	"	��������1�

���	��# �� ρ � ���	�	�1> �����#>9 � �. �. M�� �	"�	�1

��	 ��� ������������� � �������������> "	��
�2. � 	"���

������	2 ���"��� �1 ?�	 ������� "	���9 	 ����� "	"���	

�	������	��� �		��������<=�> ����� � "�	���2@�> ������

#>.

 !"�#!� %=���# ���
�	����	� ?����������	� "	�� � ���

��9 ���<=�� 3	��� 	 ����� Ω � R
3. &�� !	�	���	�� � H )9

?�� ������ ��	����# � ��@���< �K�

Δϕ � ρ

εε0
�27�

��# "	���
���� ϕ ?����������	!	 "	�# A"	��� ��!	 ���	 "	��

��>	����# "	 3	����� E � ∇ϕB9 !�� ρ : "�	��	��� ���#�	�

� ����. 7��� ������� ε � ρ �������1��9 �	 A'-B ���� �������

��� �����	��. $	!����	 �1@����	����	��9 ��# "	������#

�&



�	������	2 ������ A�. �. 	��	�����	!	 ��>	�����# ���	�	!	

"	�#B �1 �	��� �	 ����� � A'-B9 ��"�����9 ���	��� +����

>��

ϕ�	Ω � μ �28�
A	�����<=�� ��	 "	���
��� �� !����
� ���� ��������8 ���

"�����9 "�� μ � 0 ?�	 	������� ��	 !����
� ���������B ���

��2���� 
ϕ

ν

����
	Ω
� κ �29�

A	�����<=�� ��	 �� !����
� �������� �	�������# �	�����#�

<=�# ?����������	!	 "	�#B.


  � !����� ��"� ��� #�$

%���9 �����	���� ������

utt � c2uxx � f, �1�
u�t�0 � ϕ, �2�
ut�t�0 � ψ. �3�

����1�����#9 ?�� ������ �	"������ ��>	������ ��@���# �

#��	� A� �	����	��	 "�	��	�B ���� A��	 #��#���# ���2��

������ #������� � 	 =�2 ��	��� �K�B � "	��	 �	� ������

�	����� �!	 ��	2���. ��	 �	 ������ � ������	����# �����	!	

�����# : 	��	�	��	!	 ��������#

utt � c2uxx, �4�
"����� �������	 ��� 1�� 	 �������1> ����1> A'B9 A;B. ����

�1�����#9 �	��	 � #��	� ���� ��2�� ��� ��@���# A�. �. 	 �

=�� ��@����B ��������# AIB. K�	 1 ?�	 �������9 "	"1�����#

��



�"�	����� ��������� AIB9 "���2�# � ���!�< $&9 >	�# ��� ��

���<=�< ���	!	 "�	��	!	 3�������	!	 ��1��� ��� �t, x�9 �	
���	 "	��	�#<=�< "������ AIB  	��� "�	��	2 ��� � "	��
�2

�1�������2. %���9 "���� ���<��# ���!�� ���������1� "����

����1� ξ9 η9 � �	�	�1> �1  ���� �1������ �������� u9 "��

?�	�9 ����������	9 	��  ���� �1�������# ���!	2 3���
��2

A������9 vB4

u�t, x� � v�ξ, η�, �5�
"�� ?�	� ��#��

ξ � α�t, x�, η � β�t, x� �6�
����� ����1�� "�������1�� �t, x� � �	�1�� �ξ, η� "	����

��� ��>	�����<. ����������� "�	���	��1� �������J1 u �

�	�1> "�������1>9 ��"	����# �	������	

u�t, x� � v�α�t, x�, β�t, x��, �7�
�1����<=�� A,B9 A*B A�. �. "���>	� � �	��< $&B � 	��	2

3	�����. +�33����
���# A-B9 "	������4

ut � vξαt � vηβt, ux � vξαx � vηβx;

utt � vξαtt � vηβtt � vξξα
2
t � 2vξηαtβt � vηηβ

2
t ,

uxx � vξαxx � vηβxx � vξξα
2
x � 2vξηαxβx � vηηβ

2
x,

��� ��	 ��������� AIB "����� ���

vξξ�α2
t � c2α2

x� � vηη�β2
t � c2β2

x� � 2vξη�αtβt � c2αxβx��

�vξ�αtt � c2αxx� � vη�βtt � c2βxx� � 0.
�8�

��



� ��� � ����> ' "�	���	���1� 3���
�� α � β9 	� �	�	�

�1> ����	 ��@� ��� 	���� 3���
�	�����	2 ���������	���

A��	 1 	�� "	�	����� �	��< $&B9 �. �. �		��	@���� ����

0 �
∣
∣
∣
∣
∣

αt αx

βt βx

∣
∣
∣
∣
∣
� αtβx � αxβt. �9�

O�����9 �	��	 "	"1�����# �	 ����# �1"	�����# ' ��	 �1>

��� ���	��2 � ��������� AQB. $��	� ����������	� : �����

���� �	?33�
����1 "�� vξξ � vηη. M�	 	������� �1"	������

��������2 α2
t � c2α2

x9 β
2
t � c2β2

x9 �. �.

αt � �cαx, βt � �cβx. �10�
M�	 	��	 � �	 �� ��������� A�	����9 "��� ��������2B ��#

' 3���
�29 "	?�	�� �	����	��	 ��2��9 ��"�����9 α. +�#

	"��������	��� ������ � ��������# � ���4

αt � cαx � 0. �11�

����	���� "�#�1� x � ct � γ9 !�� γ � const "�	���	���

��. D< �# 3���
�# α�t, x� ��	�� ?�	2 "�#�	24 α�t, ct � γ�
����� ��	2���	

d

dt
α�t, ct� γ� � �αt� cαx��t, ct� γ�. O�����9

��@���#�� A))B  ���� �� � �	���	 �� 3���
�� α9 �	�	�1�

"	��	#��1 ��	�� ?��> "�#�1>4 α�t, ct � γ� � A�γ�. +��!��

�� ��	����9 α�t, x� � α�t, ct � γ��γ�x�ct � A�x � ct�. C����
	 ���	�9 α � A�x � ct� � ���� 	 =�� ��@���� ��������#

A))B. 6���	!���	 α � A�x � ct� ���� 	 =�� ��@���� �����

����# αt � cαx � 0. K�	 1 ��"��� �1"����� ����1� ���

��@���# ��������2 A)(B9 �������9 ��	 ��# �1"	�����# A/B

����	 ��#�� ����1� ����� � A)(B. � ���	� ����9 ���� ��"���

���9 ��#�� ��� � 	 	�> ��������#>9 "	����� α � A�x� ct�9
��



β � B�x� ct�9 � �	!��
∣
∣
∣
∣
∣

αt αx
βt βx

∣
∣
∣
∣
∣
�

∣
∣
∣
∣
∣

A��x� ct�c A��x� ct�
B��x� ct�c B��x� ct�

∣
∣
∣
∣
∣
� 0.

+�# 	"��������	��� �	�����

α � A�x� ct�, β � B�x� ct�.
C���� 	 ���	�9 ���	��# $& ����� ���

ξ � A�x� ct�, η � B�x� ct�,
!�� A9 B : "�	���	���1� 3���
��. ��	=� ���!	 "	�	����

A�s� � B�s� � s9 �. �.

ξ � x� ct, η � x� ct. �12�
� ?�	� ������ ��������� AQB "����� ���

vξη � 0, �13�
�	�	�12 ���1�����# ���	�������� ���	� ��������# AIB. &��

�	�������2 ��� ��	 �� ���9 ��	 � ��� ��������� ��!�� ���

@���. � ����	� ������ ��@���� ���������	4

vξη � 0 �	 vξ � m�ξ� �	 v �M�ξ� �N�η�.
�	����=�#�� � ��>	���< $&9 "	������ 3	����� 	 =�!	 ���

@���# 	��	�	��	!	 �&$ AIB4

u�t, x� � F �x� ct� �G�x� ct�, �14�
!�� F 9 G : "�	���	���1� A!������B 3���
��. C�"��� ��@��

��� ������ &	@� AIB9 A'B9 A;B �� "��������#�� ��	��	���2 :

	������# "	�������� A)IB � A'B9 A;B � ��2�� F 9 G4

F �x� �G�x� � ϕ�x� �	 F �G � ϕ, �15�
��



cF ��x� � cG��x� � ψ�x� �	 F � �G� � ψ�c. �16�
�"���
�# ��15�� � �16���2 ���� F � � ϕ� � ψ�c

2
9 	�����

F �s� � ϕ�s�
2

� 1

2c

s�
0

ψ�ξ�dξ � �γ,
!�� �γ � const9 � ��"��� �� A),B ��>	���

G�s� � ϕ�s�
2

� 1

2c

s�
0

ψ�ξ�dξ � �γ.
� ��	!� �� A)IB "	������ 3	����� ��@���# ������ AIB9 A'B9

A;B4

u�t, x� � ϕ�x� ct� � ϕ�x� ct�
2

� 1

2c

x�ct�
x�ct

ψ�ξ�dξ, �17�

���1�����< 3	����	2 +���� ���. �	��	���� ��� ���������

��# "�� �1�	�� ?�	2 3	����1  1�� ��	 >	���1�� � �	����

�	��1��9 �	 ������� � 	��	�����	��� A)-B ���	���������

�	���1��<� ��=����	����� � ����������	��� ��@���# �����

�� &	@� AIB9 A'B9 A;B. +	�����������	 	������1> "	�	����2

��# �	������	��� ?�	2 ������ A"	 6������B �� "��������#��

	�	 1> ��	��	���2. C��9 �	��	9 ��"�����9 "	�	����

u � u, f � �ϕ, ψ�, U � C2�R2�, F � C2�R� � C1�R�,
� �	!�� �� A)-B 	������	 ��	 ��ϕ, ψ� � F �!u � U 8 ��"���1��

��# �������	��� u 	� f ����� ����� ����	9 ���� "	� �>	���

�	���< � U � F "	������ �>	���	��� � �		��������<=�>

�	���> �� �	�"����>.

��



$�	2���� ��@���2 A)-B ������ AIB9 A'B9 A;B �	����	��	  	�

!��	 �		��������<� ��	2����� ������1> �����9 "	���1��#

��� ���1� �	����	���< ��������	��� �	����. ��	���<���

������ ?�	� ����� � �����	� ������9 �	!�� ψ � 09

ϕ�x� �
���p�x�, x � ��1, 1�,
0, �����,

!�� p : "�	���	����#

!�����# 3���
�#. C	!��

��"	����������	� �1����

����� A)-B ���� ��@��

���9 �	�	�	� ��	 �����	

�� ���. I. $�1�� "	���

����	!	 ��@���# ��!�	

"	�#��4 �������12 "�	�

3��� �����1 ����� ���

p�x� � p�x�
2

� p�x�
2

��


��. I. O������# 3���
�� u

	������ ��1, 1�9 � ����� "�� ���������� t ����12 �� "�	�

3���2����!���1> �������# �	 ��	�	���< c �"���	 � ����	

�		����������	. C���� 	 ���	�9 c ���� ��	�	��� ���"�	�����

����# �	�� �� ������ A��"	����9 ��	 c2 � T �ρ9 !�� T :

���� ���#����#9 � ρ : ����2��# "�	��	���B9 ��� ���1� �1

�1#����� ��1�� ��	�	��� c9 "	������	2 � H ).

 !"�#!� p�x� � 1 � x2. $��	!	 !	�	�#9 ���	2 "�	3���

���	"�����9 �. �. �	!�� ϕ � C�R�9 �	 ϕ  C1�R�9 � ���  	���

ϕ  C2�R�9 ��� ��	 ���@�����9 "	������	� "	 3	����� A)-B9

��  ���� ��	�����	�#�� �&$ � ����������	� ��1���. �����	

��



�������	� ����������� �	��� ��>�������2 >������� � �	���

 1�� "��	�	���	 A��  ���� ����� 	�������������# �� ?�	�

�	"�	��B8 "�����=����	 �1 ����	2 3���
�� p : � "�	��	��

3	����. ��� t � �0, 1�c� ��@���� ����� ���

u�t, x� �

���������������������

1� c2t2 � x2, x � ��1� ct, 1� ct�
1

2
�1� �x� ct�2�, x � ��1� ct,�1� ct�

1

2
�1� �x� ct�2�, x � �1� ct, 1� ct�

0, �����.

��� t � �1�c,��� ��@���� ����� ���

u�t, x� �

���������������

1

2
�1� �x� ct�2�, x � ��1� ct, 1� ct�

1

2
�1� �x� ct�2�, x � ��1� ct, 1� ct�

0, �����.

���3������ "	���	���	� ��@���� "����������	 �� ���. ,.


��. ,. 
��"�	��������� �	��1 �� ������

�!



� 	 =�� ������ A"�� �< 1> ϕ9 ψB ��@���� ����� �� # ����

�	!���	 A��� ����	 �� A)IBB4 	�	 ���� ����� ' �	��9 ������

=�>�# �	 ��	�	���< c � ' "�	���	"	�	��1> ��"�������#>.

�	��� ?��> �	�� 	"�����#���# �������1�� "�	3��#�� ���

�	2 �����1 � �� ��	�	���.


����	���� ��"��� 	 =�2 �����2 A)BFA;B. T��	9 ��	 ���

@���� ?�	2 ������ ��  	��� ��� 	��	 A�. �. ����	��� ���>

��@���2 ��	�����	�#�� 	��	�	��	2 ������9 �	�	��# �	���

����� �	���	 �����	� ��@���� "	 3	����� A)-BB. �������#

"���L#���� ?�	 ����������	� ��@���� � ��� ���1� "	������

�!	 ��=����	�����. +�# ?�	!	 �����	���� ' ������4 A)B09 A'B9

A;B9 ��@���� v �	�	�	2 �����# 3	����	2 A)-B9 � ������ A)B9

A'B09 A;B09 ��@���� w �	�	�	2 �1 ��2��� ��2���. C	!��9 	���

����	9 �> ����� u � v � w ���� ���	�	� ��@���� ������

A)BFA;B. %���9 	������# ��2�� w. +�# ?�	!	 �����	���� ��"	�

�	!�������< ������ � "�������	� τ � 04

ρtt � c2ρxx; ρ�t�τ � 0, ρt�t�τ � f�τ, x�. �18�

P �	��	���< �	 ����!� �������	!	 �	����� ?�	 ��J� �������

��# ������ AIB9 A'B9 A;B9 "	?�	�� �� ��@���� ρ�t, x; τ� ��=��

������9 ����������	9 � ���� �	���  1�� �1"����	 � #��	�

���� "	 	 	 =���	2 3	����� A)-B. �	 ��2��� �1 ��������	

��  ���� �1"��1���� ?�	� #��12 ���9 � ����� �������9 ��	

3���
�#

w�t, x� �
t�
0

ρ�t, x; τ�dτ �19�

�"



���� ���	��#9 �. �.

wt � ρ�t, x; t� �
t�
0

ρt�t, x; τ�dτ �
t�
0

ρt�t, x; τ�dτ ;

wtt � ρt�t, x; t� �
t�
0

ρtt�t, x; τ�dτ � f�t, x� �
t�
0

ρtt�t, x; τ�dτ ;

wxx �
t�
0

ρxx�t, x; τ�dτ,

	����� 	������1 ��� �		��	@���# A)B9 A'B09 A;B0 ��# w. �"��

����12 ���	� "	���	���# ��@���# A)B9 A'B09 A;B0 � "	�	=�<

��"	�	!������	2 ������ A)QB ���1�����# "���
�"	� +<��

���#9 � A)/B : ����!���	� +<����#8 ?�	� ���	� �� 	����

� !	����	  	��� @��	�	� ������ �����9 ���������	 	� �	�

!	9 ������# �� #���# 3	����� ��# ��@���2. � ����	� ��

������ ����# 3	����� ����9 � �� ��!�	 "	������9 ������

� A)QB ������ t � τ � s9 �. �. �����	���� �	��< 3���
�<

z�s, x� � z�t� τ, x� � ρ�t, x; τ� � ρ�s� τ, x; τ�. %����4

�zss � c2zxx��s, x� � �ρtt � c2ρxx��s� τ, x; τ� � 0,

z�0, x� � ρ�τ, x; τ� � 0, zs�0, x� � ρt�τ, x; τ� � f�τ, x�,
	����� "	 3	����� A)-B "	������4

z�s, x� � 1

2c

x�cs�
x�cs

f�τ, ξ�dξ �	

�#



ρ�t, x; τ� � z�t� τ, x� � 1

2c

x�c
t�τ��
x�c
t�τ�

f�τ, ξ�dξ,

� "	 3	����� A)/B 	�	��������	 �1�	���

w�t, x� � 1

2c

t�
0

dτ

x�c
t�τ��
x�c
t�τ�

dξ f�τ, ξ�.

� ��	!� ��@���� ������ A)BFA;B �����# 3	����	2

u�t, x� � ϕ�x� ct� � ϕ�x� ct�
2

� 1

2c

x�ct�
x�ct

ψ�ξ�dξ�

� 1

2c

t�
0

dτ

x�c
t�τ��
x�c
t�τ�

dξ f�τ, ξ�.

�20�

�� "������� �������< ��	 ��� �� "�����#�� 3	����� A'(B

��"	����������	9 � ��>	���� ��@���� u "	@�!	�	9 ��� ?�	

	"����	 �1@�.


 %� $��"����� ������ ��� #�$�

&���� '����

$�	�� �����	���� �&$

utt � c2uxx � f, �1�
�	 �� ?�	� ��� ��# �	����	2 �����19 �. �. "�� x � �a, b� � R

A�����2 "	�� ���	����	2 �����1 	 ����� "	���B. &�� !	�

�	���	�� � H ;9 "	�"������� � A)B �	 ���#<��# �������1�

�&



����1�4

u�t�0 � ϕ, ut�t�0 � ψ �2�
A�	 ��"��� ��J�9 �	����	9 �� �a, b�B9 � �=� ��� �<��# ���	��#

"�� x � a, b9 ��"�����9 �����4

u�x�a � χ1 ��� ux�x�a � ρ1, �3�

u�x�b � χ2 ��� ux�x�b � ρ2. �4�
M�� ������ �	��	 ��@��� ����1�� �"	�	 ���.

�(�)�* +� %����� ��@���� � ���� u � v � w9 !�� v : ���

@���� A)B09 A'BFAIB9 � w : ��@���� A)B9 A'B09 A;B09 AIB0. ���

?�	� "	��� w ��	����# � "���	2 ������ ����� "���
�"� +<�

����#9 �	�	�12 ����� ����� �� 	����. 6 ������ ��# v �	��	

��@���9 ��"�����9 "	�����	��	2 3	����1 	 =�!	 ��@���#

A)B0 � �������	������1� ���	��# A'BFAIB. �	 ��# ���@�����#

���!	�	�� � ������	����# �	"	��������1> ��	2��� �&$ �1

 ���� ��"	���	����

�(�)�* ++�0��	� ����� A���	� ���������# "�������1>B

: ���	��� �����.

� 	 	�> �����#> �	��	 "	������ ���	� ��@���� A)BFAIB9

�	 	������# 	���1�1� �	"�	� 	 ����������	���. � ����	�

������ �� �������	 �	������ "�� "	�	=� �����<=�!	 "����

��9 ���<=�!	 !�� 	��2 3��������2 ��1��. 
����	����

"�	���	���	� ��@���� u �"	��	��	�	��	2� ������ A)B09 A'B9

A;B09 AIB0. O������9 ��	

�u2t � c2u2x�t � 2ututt � c22uxuxt �

� 2c2utuxx � 2c2uxuxt � 2c2�utux�x,
��



	�����

d

dt

b�
a

�u2t � c2u2x�dx � 2c2utux

����x�b
x�a

� 0

����� A;B09 AIB0. C�� ���1�9

Ẽ !
b�
a

�u2t � c2u2x�dx � const A�. �. �� ������� 	� t�. �5�

�1#���� 3��������2 ��1��

�		��	@���# A,B. 
����	��

��� ���12 3��!���� �����1

�x, x � Δx� A��. ���. *B. 7!	

�����������# ?���!�# �����

ρΔx 
 u2t�2. +���� ����� �������u�x�Δx� � u�x��2 �Δx29

� ��������� A"	 ��������<

� ��>	��1� �	��	#����B ����	


��. *. ���!���� �����1

��u�x�Δx� � u�x��2 �Δx2�Δx. $���	�������	9 ��"�����

��# "	���
������# ?���!�# A�� 	�� ���1 ���#����#B �����

T �
�
�u�x�Δx� � u�x��2 �Δx2 �Δx� Δx�0"
Δx�0" TΔx�

�
u2x � 1� 1� " TΔx

u2x
2
.

C�� ���1�9 "	���# ?���!�# ����� �����1 �����

ΔE � 1

2
ρ�u2t � c2u2x�Δx9 � ������ ?���!�# ���2 �����1 �	�

�����#��

E � ρ

2

b�
a

�u2t � c2u2x�dx, �5��

��



��	 � �	��	���< �	 "	��	#��	!	 ��	�����# ρ�2 �	�"����� �

�������	2 Ẽ �� A,B. C�� ���1�9 A,B �1������ �	� 3���9 ��	

"	���# ?���!�# �����19 �	�
1 �	�	�	2 �����"���1 ��� ��	�

 	��19 �� ���#���# �	 ��������. � �����	���9 ?�� ?���!�<

�	��	 �1������ ����� ��������<4

b�
a

�u2t � c2u2x�dx �
b�
a

�ψ2 � c2ϕ�2�dx. �6�

� �����	���9 ���� ������ "	�	����� �  1�� �� �	���=��� �

�������12 �	���� ������� Aϕ � 09 ψ � 0B9 �	 	�� A� 	��

�������� ���@��> ���4 f � 0 � �	���=���2 �	�
	�4 χk � 09

ρk � 0B �� �	��� ������ �������� ���	"�	���	���	9 �  ��

��� "	�	����# � �����. 0������������ ?�	 ������9 ��	 	��

�	�	���# ������ A)B0FAIB0 ����� �	���	 �����	� ��@����9 �

������ �< �# ������ A)BFAIB �� �	��� �����  	��� ) ��@��

��#. �����	�� "	������9 ��	 ) ��@���� ��=�������9 ��	 �1

� ������� � "	�	=�< ���	�� �����. �� 	!��������# 	 =�

�	���9 �	��	 ������� a � 09 �	!�� ����������	 	 	�������

b � l A����� �����1B. ������ ������	����� � G �&O9 �. �.

A)B9 A'B9 A;B19 AIB19 "����� � "	��	��	�	��	!	 �����# f � 09

χk � 0. ��2��� �����1� ��@���# �		��	@���2 A)B09 A;B109

AIB10 ���� u�t, x� � a�t�b�x� A	 ����� ��������9 ��	  ���

�1 a � b ��"��� ���#�1 �������1�� 3���
�#��9 �  	��� ��

	 	�����<� �	�
	� 	������B. ����
�� a � b  ���� ������ ���

=�������	�����1�9 >	�# � "�	
���� "	���� �������	  ����

"����������# �	�"�����	�����1� 3���
��. �	������� ?�	�

��� � A)B09 "	����� A�����# a � b �������1��B a�b � c2ab�9

��



�. �.
a��t�
c2a�t� �

b��x�
b�x� � λ � const,

���9 ���!��� ��	����9

a� � λc2a, �7�
b� � λb, �8�

!�� λ : "	�� "�	���	����# "	��	#���#. �����	 ���� ������

A;B109 AIB109 �	 "	����� �	"	��������1� ���	��# ��# b4

b�0� � b�l� � 0. �9�
�	?�	�� ����������	 ������ � "	���� b. � =�� ��@���� AQB

����� ���

b�x� � C1e
�
λx � C2e

��λx, �10�
���� λ � 09 � b�x� � C1x � C29 ���� λ � 0. � "	�������

������ �� A/B "	������ b � 09 �. �. ���������12 �����2.

01 �=�� �����������1� ��@���#9 "	?�	�� ����� �	��	

������� λ � 0. �	�����	��� A)(B � A/B �����
1 1

e
�
λl e

��λl

��
C1

C2

�
�
�
0

0

�
. �11�

�����������1� ��@���# �C1, C2� � 0 ?�	2 ������1 ��=��

����<� ���� � �	���	 ���� �����
� � A))B �1�	�����4

e
�
λl � e�

�
λl9 �. �.

exp�2
�
λl� � 1. �12�

�������9 ��	9 >	�# λ � R A"	��	���� ��� 3���
�� � ��>	��

�	2 ������ ��=�������	�����1B9 �	 �		 =� !	�	�#
�
λ � C9

��� ��	 ��������� A)'B ��#
�
λ ������� ��@��� � C. � =��

��



��@���� A)'B ����� ��� 2
�
λl � 2πki9 k � Z9 �. �.

�
λ � πki�l.

����1��# A))B19 "	������

b�x� � C1

	
exp

	
πki

l
x



� exp

	
�πki

l
x




� 2iC1 sin

πkx

l
.

�	��	���� ���	����� b �� "	��	#���< �� �!���� �	�� A?��

"	��	#���< �	��	 	������ � a9 � �		 =� ?�	 ����=�������

�	 ��# "	���� �����1> ��@���2 �&$B9 �	 �	��	 �������

2iC1 � 1. ����� ������	��� sin �� ����� ��1��� ����������

���� k � 08 �������� k � 0 ����� ������� 	� �	����. � ��	!�

	���<��# �	���	 k � N. $		��������<=�� λ � b ����������

�	 ��� ���� ������	� k. %���9 "	������ 	 =�� ��@���� ���

���. ������ U������D������# AQB9 A/B4

λk � �π
2k2

l2
; bk�x� � sin

πkx

l
, k � N. �13�

������� ����	!�< � ����2�	2 ��!� �	24 ������� ����2�1>

��!� ��������> ��������2 Ax � λx ����� � 	 =�� "	�	���

��� �	���	 ���������	� ��@���� x � 09 	����	 ���� λ : $K

A$OB �����
1 A9������> ����� n @���9 !�� dimA � n � n9 � ����	� �����

�	���9 "�� ?�	� �		 =� !	�	�# λ � C ���� ���� A ���

=�������	������#

��
�	 ��=�����<� � �����������1� ��@���#9 ���1����1� $�

�����
1 A. ������9 ����	 ����> $� �	���  1�� ����@� n

����� ������# �����1> $K A�	����9 ��	!	����1> �	����	�

�1> ����	�B. 6���	!���	 AQB9 A/B � 	 =�� "	�	����� �����

�	���	 ���������	� ��@���� b � 09 �	 "�� ���	�	�1> λ9 ���

�1����1> $O A?�	 � ���	� ���� $O 	"����	�� d2�dx2 � 	 ���
��



���< 	"��������# A/BB9 ��=�����<� � �����������1� ��@��

��# b9 ���1����1� $� A�$��B. � "	���� $O � $� � �	��	��

������ U������D������# A�.U�DB. 7� ��@���� ��# AQB9 A/B

�����# 3	������� A);B. ������� � �����<=�� 	�����# 	�

��!� �������	!	 �����#.

). $O 	 ����<� ��J� �� �	�����<9 � ������< �������8

'. ��� $O λk � R8

;. ����	� $O 	��	�����	9 �. �. ��� �		���������� ) $�

A� �	��	���< �	 ����#����#B.�
��	2���� '9; ����1 � � ��!� �������	� ������9 ����

A� � A

�
����1�����#9 ?�� ��	2���� ����1 �� �	���	 ��# ������ AQB9

A/B9 �	 � ��# �.U�D � ���!��� ��������#�� � �����1��

���	��#��. �	��� �	!	9 ��� � ��!� �������	� ������ $��
�		 =� !	�	�#9 ������ � "���	�������1�� ����	����9

�	 ���� A� � A9 �	  �� ��>

�
	 ����<� A�	����	�B  ���� � R

n9 ��� � $� �.U�D 	 ����<�

 ���� � �	� ��1���9 ��	 �< �< 3���
�< �	��	 "�������

���� � ���� �#�� "	 ?��� $� A��  ���� ��	��#�� : � ���	�

��1��� "	�������# �>	���	��� �#��9 � ����� �����1 3����


�2 �	"�����1B. �"�	���9 ��# 3���
�2 A);B2 ?�	 �������	

�� ��	��� �#�	� �����.

C�"��� �	��	 ��2�� �		��������<=�� a � ak. 
�@�# "��

λ � λk9 "	������

ak�t� � αk cos
cπkt

l
� βk sin

cπkt

l
, αk, βk � const � R,

��



�. �. 	 =�2 ��� ���	�	!	 �"�
�����	!	 ��@���# A)B09 A;B109

AIB10 : �����<=�24

u�t, x� � αk cos
cπkt

l
sin

πkx

l
� βk sin

cπkt

l
sin

πkx

l
, k � N.

�14�
7��� ��"��� "	"1�����# "	�������� A)IB �=� � � ���	��# A'B9

�	 ?�	 "������� � ��"�>� �	���	 ��# �"�
�����1> ϕ9 ψ. �	

�������9 ��	 ����� ����2�	��� �		��	@���2 A)B09 A;B109 AIB10

�� ��	�����	�#<� �� �	���	 3���
�� A)IB9 �	 � �> �����4

u�t, x� �

�
k�1

	
αk cos

cπkt

l
� βk sin

cπkt

l



sin

πkx

l
. �15�

6 ?�� 3���
�# "�� "	�>	�#=�� �1 	�� �	?33�
����	� αk
� βk �	��� ��	�����	���� A'B. � ���	� ����9 	������# 	 ���

"����� �1"	������ �		��	@���2


�
k�1

αk sin
πkx

l
� ϕ�x�, �16�


�
k�1

βk
cπk

l
sin

πkx

l
� ψ�x�. �17�

��"	����9 ��	 3���
�� bk 	��	!	�����19 �. �.
l�
0

bkbmdx � 09 k � m9 "�����

l�
0

b2kdx � l

2
9 ��� ��	 ��#

��>	�����# αm �� A)*B �	����	��	 ���	���� 	 � ����� ���

������� �� sin
πmx

l
� ��#��

l�
0

dx9 ��	 ���� ��������	

�!



αm
l

2
�

l�
0

ϕ�x� sin πmx
l
dx9 � 	�	��������	 ��>	���

αk � 2

l

l�
0

ϕ�x� sin πkx
l
dx. �18�

���	��� A)QB ��	 >	���	 ��# A)*B9 �	 ����� �"	�#���	!	

3���� A��	 bk 	 ����<�  ����B : � �	����	��	. 6���	!���	

�� A)-B ��>	���

βk � 2

cπk

l�
0

ψ�x� sin πkx
l
dx. �19�

� ��	!� ���	�	� ��@���� ������ A)B09 A'B9 A;B109 AIB10 �����#

3	����	2 A),B9 !�� αk � βk ��>	�#��# �� A)QB9 A)/B.

��	 >	���	 ��"��� ��������# �� ���#���# 	� ���	��2 	��

�	�	��	��� f � 09 χ1,2 � 0. ������ � "���	!	. 
�@����

������ A)B9 A'B9 A;B109 AIB10  ���� ������ � ���� �#��9 ����	�

!���	!	 A),B9 �	 � �	�	�	� �����	 ak9 ��2����1> ��# �����#

f � 09 ��	#� "	�� ���������1� 3���
�� ak9 � bk : "������

A);B9 ��2����1� �� �.U�D AQB9 A/B9 "	�	�����	2 	��	�	��1�

���������� A)B04

u�t, x� �

�
k�1

ak�t� sin πkx
l
. �20�

$��	!	 !	�	�#9 ?�	� "���� : ��  	��� ��� ��	 �12 �"	�	 

"	���� � "�����������# ��@���# A�� ����<=�2 "	���
�����

�	!	 �� 	�� ��@���2B9 �. �. � ���� A'(B �	��	 "�����������

�E/�	
����. �,	� 
 ������	*
����. ���	����*��
, 6&%7 ���
�����,

��
������� � ���
�
����
 �� ����*,�����
 u�

�"



�		 =� �< �< 3���
�< u8 ���# � �	� ��	 � ���� A'(B ���

@���� A)B9 A'B9 A;B109 AIB10 "�	��	 ��	 ��� ������ A��. ���	�

�����
�� "�	���	���	2A�1>B "	��	#��	2A�1>B ��# ��@���#

����2�1> ��	��	�	��1> �+�B. $		��	@���# A;B109 AIB10 �1�

"	����1 ��# A'(B ���	���������9�
���� �#� A'(B �>	����# �	����	��	 >	�	@	9 � � ?�	� ����

��� �!	 �	��	 "	�����	 ��33����
��	����

�
��� ��	 	������# 	 ��"����� A)B9 A'B : ?�	 	������� �		��	�

@���#


�
k�1

	
a�k�t� �

c2π2k2

l2
ak�t�



sin

πkx

l
� f�t, x�;


�
k�1

ak�0� sin πkx
l

� ϕ�x�,

�
k�1

a�k�0� sin
πkx

l
� ψ�x�,

?����������1� �����<=��4

a�k�t��
c2π2k2

l2
ak�t� � fk�t�, ak�0� � ϕk, a�k�0� � ψk, �21�

!��

fk�t� � 2

l

l�
0

f�t, x� sin πkx
l
dx,

ϕk � 2

l

l�
0

ϕ�x� sin πkx
l
dx, ψk � 2

l

l�
0

ψ�x� sin πkx
l
dx.

�22�

�#




�@�# A')B9 ��>	���

ak�t� � ϕk cos
cπkt

l
� ψk

l

cπk
sin

cπkt

l
�

�
t�
0

fk�s� l

cπk
sin

cπk�t� s�
l

ds.

�23�

C�� ���1�9 ���	�	� ��@���� ������ A)B9 A'B9 A;B109 AIB10 ���

���# 3	����	2 A'(B9 � �	�	�	2 ak "�������1 � A';B9 � ϕk9 ψk
� fk � ��	< 	������ �1"����1 � A''B.

C�"��� ��@���� ������ A)B9 A'B9 A;B19 AIB1 � 	 =�� ������

�	��	 "	���	��� ' �"	�	 ���.

�(�)�* +� ����2��� � �	�	2 ���������	2 3���
�� v9 �	�

�	��#  ���� ��	�����	�#�� ������ A)B9 A'B9 A;B109 AIB109 �	 �	�

	 =� !	�	�# � ���!��� f 9 ϕ � ψ9 � "	�	=�< �����1

u � v � w9 !�� w : "�	���	����# !�����# 3���
�#9 ��	�

�����	�#<=�# A;B19 AIB1. +�# �	�	2 3���
��9 	������	9 "	�

����� ������

vtt � c2vxx � f1 ! f � �wtt � c2wxx�; v�x�0 � v�x�l � 0;

v�t�0 � ϕ1 ! ϕ� w�t�0, vt�t�0 � ψ1 ! ψ � wt�t�0,
��@���� �	�	�	2 "	���	��	 �1@�. � �������� w �	��	

��#��9 ��"�����9 w�t, x� � χ1�t� � χ2�t� � χ1�t�
l

x.

�(�)�* ++� ����� "	�"������� ������ ��@���� � ����

A'(B9 �	 �� ?�	� ��� �#� ��  ���� �		 =� !	�	�# �>	�����#

�>	�	@	�9 �. �. ����� ���	��# A;B19 AIB1 �� �	!�� �1"	��#���

�#. �����	 	�� �	!�� �1"	��#���# ���� �>	���	��� �#��

�&



A'(B ��� 	���� � 	 	 =���	� ��1��� A��. ����	����� �	��

�����1 "	 �������B. $�	��	��� � �	�9 ��	 �#� A'(B ��"���

�����# "	�����	 ��33����
��	���� "	 x9 � ����	 ������

ak "	 �����<=�2 �>���4

l

2
ak�t� �

l�
0

u�t, x� sin πkx
l
dx �

� � l2

π2k2

l�
0

u�t, x�
	
sin

πkx

l


�
dx �

� � l2

π2k2
u�t, x�

	
sin

πkx

l


� ����x�l
x�0

�

� l2

π2k2

l�
0

ux�t, x�
	
sin

πkx

l


�
dx �

� � l

πk
χ2�t���1�k � l

πk
χ1�t� � l2

π2k2
ux�t, x� sin πkx

l

����x�l
x�0

�

� l2

π2k2

l�
0

uxx�t, x� sin πkx
l
dx � l

πk
�χ1 � ��1�k�1χ2��

� l2

c2π2k2

l�
0

�utt�t, x� � f�t, x�� sin πkx
l
dx,

�. �.

c2π2k2

l2
ak�t� � 2c2πk

l2
�χ1 � ��1�k�1χ2� � a�k�t� � fk�t�,

��



!�� fk �1"����1 � A')B1. C���� 	 ���	�9 ��# ak "	�����	��

�+�

a�k�t� �
c2π2k2

l2
ak�t� � gk�t�, �24�

!��

gk � fk � 2c2πk

l2
�χ1 � ��1�k�1χ2�, �25�

� �������1� ����1�  ���� "	�"������� ����� ��� A')B2,3.


�@�# ������ A'IB9 A')B2,39 ��	�� "	����� ��@���� ��>	��	2

������ � ���� A'(B9 !�� ak ����<��# 3	����	2 A';B9 � �	�	�	2

������� �������� fk �� gk A��. A',BB.

7���������	9 � �"	�	 � G 	���� "	������# �	� ��. ��� 	

!	�	�#9 � A'(B � �"	�	 � GG �"�	>��� ���!���1� A"���	�#=��

� "�	>	2 �>	���	��� �#�� A'(BB9 "	�	�����1� ������� χk
� A',B9 ��<� � ����� 3���
�< w �� �"	�	 � G9 �	�	��# ���

 1�� �1������ � ���� 	������	!	 ���!���	!	 A�� �����!���

�	!	 "	 bkB9 � "	�	�� 	����@�2�# �#� � �"	�	 � G �>	����#

>	�	@	.

C�� ���1� �1 "	��	���< ���	 ������ � G �&O. 
�@��

��� ���!�> �&O  �������	 "	��	�#�� ��@���� G �&O � �	2

��@� �����
�29 ��	 ��������# �.U�D A� �����	9 �� �����1�

���	��# A/BB9 � "	�	�� � ��� �� $O � $�. ����
�"�����1>

	�����2 ���.

� ����� 3��������2 ��1�� ��2����1> ��@���2 G �&O.

��� ������� ���@��> �	���2����2 A�������1> f 9 χkB ������

�	���@��� �1�������1� �	�� ���#9 � ����� : ��	 	��1�.

�	������2 �����2 	"��1�����# 3	����	2 A),B8 	� ����� ���

��	9 ��"�����9 ��# ����� ���1�����1> ����������	� � "�	�

�������> ����� "���	��	����#�� ���1����� A���� �#���

��



��� ����� ����=��������B9 ���� ����# �� ���@�	� �����	9 �

�	��	 "���� ���� �!������� �	�� ���2 ����� �����# � �. ".


�@���� A),B "��������#�� �	 	2 ����� ��� ���. !���	���

uk�t, x� �
	
αk cos

cπkt

l
� βk sin

cπkt

l



sin

πkx

l
. �26�

�	�������� ?���!�< ?�	2 !���	����. %����4

�uk�2t � c2�uk�2x �

�
	
cπk

l


2
�	

βk cos
cπkt

l
� αk sin

cπkt

l


2

sin2
πkx

l
�

�
	
αk cos

cπkt

l
� βk sin

cπkt

l


2

cos2
πkx

l

�
,

��� ��	 �	!����	 �5�� ���	��# ?���!�# �����

Ek � ρ

2

l�
0

��uk�2t � c2�uk�2x�dx � ρc2π2k2

4l
�α2

k � β2
k� �27�

A	������ ��	 	�� �� ������� 	� ������� tB. K�	 1 ���@�

"	�#�� ��1�� ?�	2 3	����19 �����	���� �.U�D ��# AQB �

���	��#�� b��0� � b��l� � 0 A�		��������<=�< GG �&OB. ���

����� ��@����

λk � �π
2k2

l2
, k � N0; b̃0 � 1, b̃k�x� � cos

πkx

l
, k � N.

�28�
�	 ?��� $� �	��	 ����	����9 ��"�����9 3���
�< cϕ�4

cϕ��x� �

�
k�0

γk cos
πkx

l
, �29�

��



!�� γ0 � 1

l

l�
0

cϕ��x� 
 1dx � 09

�������
����� A;B109 AIB10 � ���	��2 �	!���	����#

ϕ��0� � u�t�0,x��0 � u�x�0,t��0 � 0,

ϕ�l � 0� � u�t�0,x�l�0 � u�x�l,t��0 � 0,

�1����<=�> ��"���1��	��� u � �!��>

�������
� "�� k � N

γk � 2

l

l�
0

cϕ��x� cos πkx
l
dx � 2c

l
ϕ�x� cos πkx

l

����x�l
x�0

�

�2c

l

πk

l

l�
0

ϕ�x� sin πkx
l
dx � cπk

l
αk

A��. A)QBB. � ����	����� 3���
�� ψ4

ψ�x� �

�
k�1

δk sin
πkx

l
�30�

�	?33�
����1 δk ��>	�#��# "	 3	������

δk � 2

l

l�
0

ψ�x� sin πkx
l
dx � cπk

l
βk

A��. A)/BB. $���	�������	9 A'-B �	��	 "���"����� � ����

Ek � ρl

4
�γ2k � δ2k�. �31�

%� ��	��� �#�	� ����� �������	 ��������	 ��������#�
�"�	���9 	�	 	������	 �� ��	���1 ��3�!	�� � ������

�	�1> "�	���������>

�
��



#cϕ�#2L2
0,l� �

�
k�0

#b̃k#2L2
0,l�γ2k �
l

2


�
k�1

γ2k

� ����	!���	 #ψ#2L2
0,l� �
l

2


�
k�1

δ2k. $���	�������	9


�
k�1

Ek � ρ

2

l�
0

�ψ2 � c2ϕ�2�dx 
5��,
6�� E,

��	 �"�	���  1�	 ����������	 	������ �� 3��������> �		 �

������24 ?���!�# �����1 �����1�����# �� ?���!�2 !���	�

���. 7��� ������ �	�� ����# "	 ���	�� A'*B A�. �. �	!����	

	��	2 ����	2 !���	����B9 �	 ���������12 "���	� Tk �	���

 ���2 ����	2 �	��� �	 �������� ��>	����# �� �		��	@���#
cπkTk
l

� 2π9 �. �. Tk � 2l

ck
9 ��� ��	 ����	�� �	�� ���2 � ����

�	2 !���	���� �	�����#�� ωk � c

2l
k � kω9 !�� ω : 	��	���#

����	�� �	�� ���2 �����1 A����	�� 	��	��	!	 �	��9 	��	��

�	2 !���	����B. ��� ωk �� �����#� 	� �������	!	 �	��	#��#

�����1 A�. �. �"	�	 � "������# �2 �������#B9 ��	 #��#���#

��=�������1� ��# �!�1 �� ������1> �����������>. �����

���9 ��	 ω � c

2l
�

�
T

2l
�
ρ
A� H ) �	���1���	�� ��	 c2 � T �ρ9

!�� T : ���� ���#����# �����1B. �������# �1�	������
��������9 ���������<=�#�# �� ) "�� "	�1@���� �����

�� 	�����9 ��	 	������� ���������� ����	�1 �	�� ���2

� ' ���� : 	�� 	"�����#���# � �	��	���< �	 ��������	2

�	������1

����
��



	��	��	!	 �	�� �����19 ����� 	 ���	�9 ���� h$)* � 1

2
log2

T

ρl2
.

��� ���1> 	��	�������1> ��������#> �����1 A� ������1>

���1�����1> �����������> 	�� �� "���	�>	�#� )F'VB �	��

�	 ������� T � ES

	
l

l0
� 1



9 !�� E : �	���� W�!� �����

����� �����19 S : "�	=��� "	"�����	!	 ������# �����19

l0 : ����� �����1 A�	2 �� �����9 �	�	��# 	�������� �����

�	����� ���#����#B �	 ����#����#. %��������� S "�� ���

�#����� �	��	 "���� ����. C���� 	 ���	�9 ��	 1 "	��#��

���� �� ) 	�����9 �	��	 "���"���#�� 	��	 �� �����<=�>

��2����24

). ��������� � I ���� ���#����� A�. �. 	��	�������	� �����

����� l�l0 � 1B9

'. �����@��� � ' ���� �����9

;. �����@��� � I ���� ����2��< "�	��	��� A��"�����9 �

' ���� �����@��� �	�=��� "�� �	� �� ���������B.

����12 "���� ��"	�������# "�� �����	2�� �����������9

��	�	2 : �	 ����# �!�1 A"����������� �����1 �� !��3�

� �. ".B9 � �����2 : "�� ��!	�	������ �����9 "������������

�1> ��# ����	2 �1�	�1 �������#.

�	���	 	��	��	!	 �	�� ����	�	2 ω1 � ω9 ������ ���� ����

�� ��� ���. 	 ���	�1 � ����	���� ωk � kω9 �����1�� 	��

�	��	2 � �	�"��������1� �� ���> ��� �����9 	���	#=�� 	�

	��	��	!	 �	�� �� 	�����9 	����� � �����	2 A���������	29

�. �. � ����	��1� ��	������� 3�2B � �. �. ������� 	 ���

�	�	� � �		��	@���� �> ?���!�2 �	����� ��� � �������#.

��



7��� ������ ������� ����	9 �	 �� �������1� ����1�  ����

��!�������9 "	?�	�� �> ����	����� A'/B9 A;(B ����� �	?3�

3�
����1 γk9 δk9 �������	 � 1��<=�� � �	��	� k9 �. �. ?����

!�� 	 ���	�	� Ek A��. A;)BB ������. M�	 �	�"���������# ���

��� ����=�29 �����2 ����. �	 � �< 	� ������ γk9 δk � 1�

��<� � �	��	� k9 ��� ��	 	 ���	�1 �� ��!��@�<� 	��	��	2

�	�9 � �	���<� ���	��.�����������

��� �������� �	����	��� A���������12�B.

��� ����� 	�*� ���. 
 	�*.��0H
� ��������� ������� �D� �*�


/� ��
����+��, � �/��� ������*.���� �����	� � ������0���0

>&
����������0 ������
�) ����. �	�*����� �����*�D��

�
�:� �� � ������*.���
 	���,�
 � �������� ��������/ ���D
��


*�0� � ��*
�
� �� ��
�,��0 ���� �
����� /���H� ������
�����


���� �*��
�� � ���������
 ���D
��*,�
 �
	� 2k�12� k � 1, . . . , 12�

�����������
C��  	��� ��	 �1�	�	����	��1� �	�� ���#  1����� ����>�<�

���������� "	���� A����� �	�	�1>9 �. �. ����1 ?���!�� �����

�1 �� �	� ������� �	�� ���2 	�����<=�> ���9 �	 ������	

�  1���� ��1@�� ���� �����1B.

� ������������	2 ��	��� ���1�����	2 �!�1 ���� ��	�

�����	 ���!�> ��������1> �	����	� A"�	 ���� ���	����	�9

>�	���������# � ����������# �����	2��9 � �. �.B9 �	 ��# ��>

��� ��� ����� � �����> ����	#=�!	 �����.

$�	2���� ��@���2 G �&O "�� ������� ���@��> �	����

=���2 Af 9 χkB 	�����<��# 	� ���	�1> ��# �����# �����1>

f 9 χk ��� ��9 ��� ?�	 "�	��>	��� � ��	��	�	��1�� � 	��

�	�	��1�� �+�. �"�	���9 ����� "�����������2 A'(B9 A')B9

A'IB ?�	 	������	. � �����	���9 "�� �	�"������ ����	� ���@�

��> �	���2����2 � �	 ������1�� �	������� #������ ���	����

�!



�� : ��	!��������	� �	��������� ��"�����1 �	 �������.

�� "������� �	��������� ��"�����19 �	����	9 ����� ��	2

"�����9 	"�����#��12 ������2�1�� ?33������9 �����#���

�� ?���!��9 �����
�2 � ����	��>9 �� �9 � �	�
� �	�
	�9 �	��

�	��	���< �����@���# ��>������. �	 � �< 	� ������ ���

"������ ���	�����1> �	�� ���2 "���	�>	��� ���	��< � ��	�

 	��1>.

$����2 "	��	!��������	2 �����1 �� "��������#��  	���

@	!	 ��������9 �. �. 	� 3��������� ��	����# � �����<

��	!��������	2 �����19 �������	�� � H I. ��	���<�����

���� ?�	� ����� �� "������ ������ A)B9 A'B Ax � 09 t � 0B9

u�x�0 � χ�t�. �32�

O����� ��!�	 ��	����# � �����< f � 0 � "	�	=�< �1@����	�

����	!	 "���
�"� +<����#. 
�@���� ������ A)B09 A'B9 A;'B

�	��	 ��2�� � "	�	=�< 3	����1 	 =�!	 ��@���# �������

��# A)B0. 0	��	 	������� ����� �����<=�2 "���� ��>	��

����# ��@���2 ?�	2 ������4 ��@���� �=�� � ����

u � v � w9 !�� v : ��@���� A)B09 A'B09 A;'B9 � w : ��@��

��� A)B09 A'B9 A;'B09 � "�� ?�	� ��������1� #��#���# �"	�	 

��>	�����# w. ����
�< v ��!�	 ��>	��� �� 3	����1 	 =��

!	 ��@���#4 v�t, x� � F �x� ct��G�x� ct�9 !�� F : R� � R9

G : R � R : "	�� "�	���	���1� !������ 3���
��. �	�����

�	��� � A'B09 A;'B ����4

F �G � 0 �� R
�, F � �G� � 0 �� R

�;

F �ct� �G��ct� � χ�t�, t � 0,

�"



	����� F � α � const9 G � �α �� R
�8 G�s� � χ��s�c� � α

"�� s � 09 � � ��	!�

v�t, x� �
���0, x� ct � 0,

χ
�
t� x

c

�
, x� ct � 0.

�33�

����
�< w A�	����9 �� "�	�	������ �� R
� � RB �=�� ���

��@���� ������ &	@�

wtt � c2wxx � 0, w�t�0 � ϕ̃, wt�t�0 � ψ̃, x � R �34�
� ���	�	�1�� 3���
�#�� ϕ̃9 ψ̃. K�	 1 	 ��"����� A'B9 ���

�	 "	��� 	���� �ϕ̃, ψ̃��R� � �ϕ, ψ�9 �. �. ϕ̃9 ψ̃ �	���1  1��

���	�	�1�� "�	�	�����#�� 3���
�2 ϕ9 ψ �� ��< R. � �	

�� ����# 3���
�# h�t, x� � w�t,�x� ��	�����	�#�� ������9

����	!���	2 A;IB9 �	 � 3���
�#�� ˜̃ϕ�x� � ϕ̃��x�9
˜̃ψ�x� � ψ̃��x�. 01 >	��� �	 ����# w�x�0 � 0. +�# ?�	!	

�	����	��	 ������	��� w "	 x9 �. �. h � �w9 � ��# ?�	!	

��	 >	���	 � �	����	��	 ˜̃ϕ � �ϕ̃9 ˜̃ψ � �ψ̃9 �. �. ������	�
��� ϕ̃ � ψ̃. C�� ���1�9 ���� "	�	���� ϕ̃�x� � ϕ��x��sgnx9
ψ̃�x� � ψ��x��sgnx9 �	 ��@���� A;IB � ���� ���	�	�9 � �!	

��!�	 �1"����� "	 3	����� +���� ���. %��	����12 "����

����� 3��������2 ��1�� A� "�����#���# �	 ��	!�> ���!�>

������>9 ��. � �����	��� H /B4 "��"#������ A	!���������B "��

x � 0 �	��	 � ����9 �	���� "	�>	�#=�� ���	��# � �������

����	2� ����� "�	��������� A� ����	� ������ : � �		 ���

����	� "�	�	������ �����1B.

�#




 (� !����� ��"�)*������ ���

���������+� ���	����� ��,��,��	��������

����-����	���� '����


����	���� 	��	����	� ��������� ��"�	"�	�	��	���

ut � a2uxx � f. �1�
&�� !	�	���	�� � H ;9 ����������	2 ������2 ��# ?�	!	 �����

����# #��#���# ������ &	@��+���>��9�
��������# ������9 ���9 ��� �� ����	 �� �	���� �	��	

���1��<�9 ������ &	@�

�
� �	�	�	2 � A)B �	 ���#���# �������	� ����	�

u�t�0 � ϕ. �2�

�@���� A)B9 A'B �=���# "�� x � R9 t � 09 	�	 �	���	 ��	�

�����	�#�� ��������< A)B "�� t � 09 � "�� t � �0 �	���	

��	�����	�#�� ���	��< A'B � ��1���

lim
t��0,x�x0

u�t, x� � ϕ�x0� �3�
"�� ���> x0 � R. O����� A)B9 A'B 	��������# 	� ������ &	@�

��# �&$ ��	!��� �������9 	��� �� �	�	�1> "	����	 	����

���� ��� ��2��� A���	�	�1� �� 	������1>  ���� 	������1

����B4 ��@���� A)B9 A'B �=���# �	���	 "�� t � 09 � 	����

��� 	� �&$9 ��# �	�	�	!	 "�	
����� ��@���# ���> ����� �

����1� ��"�>	� !	����# � ��# t � 0. % ?�	 �� �����2�	4

���� �&$ �	 �����	 �	 �������� A�. �. 	�	 �� ���#���# 	�

�����1 t �� �t9 ��	 ����	 � � 3	�����> ��@���2B9 �	 �����

����� A)B ������������	 � ��"�������< �������. � �����

�	���9 ������ A)B9 A'B "�� ��@���� �� ��# t � 0 �����	�	

�&



���	�������. � ���	� ����9 3���
�# u � 0 #��#���# ��@��

���� ������ A)B09 A'B � ϕ � 09 � ��@���# ?�	2 �� ������

uk�t, x� � e�a
2k2t�sin kx�e�k � ϕ�x� � ϕk�x� � �sin kx�e�k 	 �

����<� �����<=�� ��"��#��1� ��	2���	�4 �>	��1� ����1�

������ ϕk
k�
� 0 ����	����	 A������ �	 ����� "�	���	��1�

��B9 � �	 ����# ��� uk
k�
� 0 ������	 �� � ���	� ��1��� ��

��	������ ��ε, 0��R "�� ��	�� �!	��	 ���1> ε. C���� 	 ���

�	�9 ����@��	 ��� 	����� ��"���1��	2 �������	��� ��@��

��# 	� �>	��1> ����1>. C��	!	 �	�� "�����19 "	���1��<�

=�� ����@���� ". I 	"��������# �	������	��� "	 6������9

���1��<��# "�������� 6������ A�. �. 	� "���12 ����� �>

���	���B. $ �	��� �����# 3����� ?�	 	������� �������	3��

����	� A?��"	���
�����	�B ���������� "	!��@�	���2 � ���

�����1> ����1> "�� ��������� ������� � 	 �����< ��	�

�	��9 �. �. ���	��	��	��� � ��	�����	�������	2 �	��	���<

�	�����	���� ���"��������� ���"������1 A� �		 =�9 �< 	2

��33������<=�2 �������1B � "�	@�	�9 ���# �� ��@� �

����=�2 �	���� �������.

K�	 1 "	���	��� ��@���� ������ A)B09 A'B A������9 ���

	 1��	9 �	 �����# f � 0B9 �	�"	�������# ��	���2 "��	 ���

�	����# �����. 
����	���� 	"����	�1 F 9 Fc � Fs9 ��2�����

<=�� �� 3���
�� f : R � R "	 3	������4

F�f ��ξ� � 1�
2π

�
R

e�ixξf�x�dx, �4�

Fc�f ��ξ� � 1�
2π

�
R

cos�xξ�f�x�dx, �5�

��



Fs�f ��ξ� � 1�
2π

�
R

sin�xξ�f�x�dx. �6�

��� ���1��<��# �		����������	 "��	 ���	������ �����9

�	������"��	 ���	������ ����� � ������"��	 ���	������

�����. C	!�� F � Fc � iFs. 
����	���� ����� 	"����	�

F�1 � Fc � iFs9 �. �.

F�1�g��y� � 1�
2π

�
R

eiyξg�ξ�dξ, �7�

���1����12 	 ����1� "��	 ���	������ �����. $��	!	 !	�

�	�#9 	 	�������� F�1 "�����#�� ���	������	 �	 ��> "	�9

"	�� �1 �� �	����� ��	 ?�	 � ���	� ���� 	"����	�9 	 ����

�12 � F . �	 "	��	���� � "���������� ����1> �����#> ?�	

����	9 �	 ���	��������2 �� �	�������. �������9 ��	 >	�#

��� 3���
��9 �������<=�� � AIBFA-B A� �����	9 f 9 g9 � ���1�

����� AIBFA-BB : 3���
�� ��=�������	2 "�������	29 "�����

Fc�f �9 Fs�f � �=� � ��=�������	�����1�9 �	 F�f � � F�1�g�
: �	�"�����	�����1�. K���	 ����� ��"	����<��# 	 	������

��# �f � F�f �9 �g � F�1�g�. ����1�����#9 F�1 � ���	� ����

���� 	"����	�9 	 ����12 � F 9 �. �. F $ F�1 � F�1 $ F � I 9

���!��� ��	����9 �"��������� 3	����� 	 ��=���# "��	 �

���	����# �����

f�y� � 1�
2π

�
R

eiyξ �f�ξ�dξ �8�

: 3���
�< f �	��	 �	�����	���� "	 �� 	 ���� ����� �f 9
�1����#��	�� "	 3	����� AIB. $��	!	� �	�����������	 A�

���� 3	������	���B "	������!	 ������ ��� ��� ��� �����

��



��� ����	2 3	������	��� �����	� 3���
�29 ��# �	�	�1>

�����������<��# 	"����	�1 AIBFA-B9 	 	��	����# �>	���	�

��� ����!���	�9 � �. �.9 �	 �1 	"����� ?�� ��>�������� ���

���� A�	�	�1� �	����	��	 ����	����B.

%���9

I � F $ F�1 � �Fc � iFs� $ �Fc � iFs� �
� �Fc $ Fc � Fs $ Fs� � i�Fc $ Fs � Fs $ Fc�,

	����� Fc $ Fc � Fs $ Fs � I 9 �. �. ��# �< 	2 3���
�� f

f�y� � 1�
2π

�
R

cos�ξy�
�� 1�

2π

�
R

cos�ξx�f�x�dx
�� dξ�

� 1�
2π

�
R

sin�ξy�
�� 1�

2π

�
R

sin�ξx�f�x�dx
�� dξ.

�9�

�	����� A/B �	��	 �1����� � �#��	�9 ��"	����������	 	��

����� ��=��������< � �����< ����� � AQB.��������

"�� ?�	� �	� 3���9 ��	 �����# ����� ��������9 �������

�	 �	������ ��"	����������	9 ������ ?�	 ������� ��#

����1> ��� ������1> f 9 � ����� "��������� "�	���

�	����< f � ���� ����1 ����	2 � ������	2 3���
�24

f�x� � f�x� � f��x�
2

� f�x� � f��x�
2

��������
�	����� A/B �1������ �� �� ���<9 ��	 � AQB9 �	  �� ��"	���

�	����# �	�"�����1> �����9 � �������> Fc � Fs. 7� ���	����

�	� � �	�9 ��	9 � 	������ 	� AQB9 � ��2 �"�����@��1� ����� '

"��	 ���	����#. M�	� ���	����	� ��������9 ��"�����9 ����

��



3���
�# f ����� ��� �������.����� �	���9 ��� ?�	 ��=� ���!	 �������#9 	"��������

�	���	 �� R
�9 � �� R ����� "�	�	����� �		��������<�

=�� 	 ���	� ��@� ��# "��������# �������1> 3	����

��
� ���	� ����4

). 7��� f �����9 �	 Fs�f � � 09 � �	!�� � A/B �������� ��	�	2

����!���9 �. �. ��# ����> f ����	 f � Fc�Fc�f ��. ���

?�	� Fc�f ��ξ� �
�

2

π

�
�
0

cos�xξ�f�x�dx : ����� �����#

3���
�#9 ��� ��	 A/B �	��	 ��"����� � ����

f�y� �
�

2

π

�
�
0

cos�ξy�Fc�f ��ξ�dξ.

'. 7��� f �������9 �	 Fc�f � � 09 � �	!�� � A/B 	������#

�	���	 ��	�	2 ����!���9 �. �. ��# ����> f ����	

f � Fs�Fs�f ��9 � ��	�� �	��	 �������� ��� ����!���1

��
�
�
0

.

� 	"��������# � ��	2���� ���> 	"�����1> "��	 ���	����2

�	��	 ��	���� ����	 ��>�������� "	"�����9 ��� ?�	 ����	

�������# � ����������. ��"�����4

• ���"�����#�� ��	������ 1��2π "	����!	��4 1��2π� 	��

����� � F 9 � �	!�� ��# F�1 	������# )9 ��� ��	 	�	�8

• "	���#�� �	�#�� F � F�1 A�. �. ����� � ?��"	�����>B8

��



• � 	"��������� Fc � Fs 	������� �	���	
�
�
0

� �		�����

����<=��� "	"������� ��	������2 A� �> �	��	��1�

"������"����������B9

� �. �. �	 ��� ?�	 �� ���#�� �"	�#���1> ��	2��� ?��> "���

	 ���	����2 "	 ��=�����.

��� 	��� ��	 �	2 � �����������	2 #��#���# �	�"������#

3	��� "��	 ���	����# ����� AIB. M�	 "��	 ���	����� ����

�� �#� �����������1> ��	2���9 ��	!�� �� �	�	�1> ���<�

!�� 	��2 3��������2 ��1��9 ��	 	 ���	���	 �!	 @��	�	�

"��������� ��� � ����������9 ��� � � 3�����. ��� ��2���

 ���� "	����	 �����<=�� ��	2���	4

F�f ���ξ� � iξF�f ��ξ�, �10�
�. �. F "����	��� 	"���
�< ��33����
��	����# � 	"���
�<

���	����# �� ��!�����. � ���	� ����9 ���� lim
x��
 f�x� � 09

�	

F�f ���ξ� � 1�
2π

�
R

e�ixξf ��x�dx �

� 1�
2π
e�ixξf�x�

����x��

x��


� 1�
2π

�
R

f�x�e�ixξ��iξ�dx.

���!	���# A)(B �	��	 � ����2�1> ��33����
�����1> �����

����#> A� "	��	#��1�� �	?33�
�������B �� ���#���# 	�

"�	���	��1> "	 ���	�	�1� "�������1�9 ����9 "������� �

?��� ��������#� "��	 ���	����� ����� "	 ?��� "�������

�1�9 "���2�� � �	�1� ��������#� ��# "��	 ���	����2 ���

��� 	� ���������1> ��@���29 � �	�	�1> ��� �����	 ��33��

���
�����1> 	"����	�	� "	 ?��� "�������1�  ���� ��	#��

��



��!� ��������� 	"���
�� "	 �	�1� "�������1�. 7��� "�	�

������ ��������< "�	
����� "	 ���� "�������1� ��	�� 	��

�	29 �	 ��>	��	� �K� "���������# � �+�9 �	�	�	� �������

�	 ��@���9 � ������ ��	����# � �1�������< "��	 ���	����2

����� 	� ���	�	�1> �������1> 3���
�2. �	�����9 ��� 	"��

����12 ���	� �� 	���� � ������ A)B09 A'B. �������� � A)B0

� A'B 	"����	� F "	 x9 	 	������ 	 ��� ����� ���	�	!	 ���

@���# ����� v9 �. �. v�t, 
� � F�u�t, 
��9 ���9 � �#��	�� ����4

v�t, ξ� � 1�
2π

�
R

e�ixξu�t, x�dx.

%�"	����# A)(B9 "	������

dv

dt
� �a2ξ2v; v�0� � �ϕ�ξ�. �11�

O���� �1 �	�"	���	������ �	��	��	���< ��33����
��	�

���� AIB "	� ����	� ����!���� "	 �< 	�� "��������9 	�����

�	�� 	� x � ξ A� ����	� ������ : "	 tB. �������� v �������

�� �	���	 	� t9 �	 � 	� ξ9 �	 �1 ������������� ξ ��� "����

���� � A))B9 "	?�	�� �"	��� �#�� 	 	�������# dv�dt � v�0�.

�@�# A))B9 ��>	��� v�t, ξ� � �ϕ�ξ�e�a2ξ2t. C���� 	 ���	�9

�1 ��@�� 	 ��� ����� ���	�	!	 ��@���#9 � 	������# �	��

"	���	�����# 3	����	2 	 ��=���# AQB4

u�t, y� � 1�
2π

�
R

eiyξ

��e�a2ξ2t 1�
2π

�
R

e�ixξϕ�x�dx
�� dξ �

� 1

2π

�
R

ϕ�x�
���

R

exp�iξ�y � x� � a2ξ2t�dξ
�� dx � �12�

��



� 1

2π

�
R

A�t, y � x�ϕ�x�dx,

!��

A�t, z� �
�
R

exp�iξz � a2ξ2t�dξ �
�
R

cos�ξz�e�a2ξ2tdξ. �13�

O���� �1 �	�"	���	������ ����	���< �������1 e�a
2ξ2t "	 ξ

A�"�	���9 ������	����� ����	2 ����� ���� 	������	 �����

��=�������	��� uB. K�	 1 �1������� ����!��� A);B9 "����

������ A ��� ��@���� ���	�	�	2 ������ &	@� ��# �+�

"	 z. %����4

A�z�0 �
�
R

e�a
2ξ2tdξ

aξ
�
t�η�

�
R

e�η
2 dη

a
�
t
� J

a
�
t
,

!�� ����!��� M2����:�����	�� J ��!�	 �1����#���#4

J2 �
�
R

e�η
2
dη

�
R

e�ζ
2
dζ �

�
R2

e�
η
2�ζ2�dηdζ η�r cosϕ,ζ�r sinϕ�

�
2π�
0

dϕ

�
�
0

e�r
2
rdr � 2π

�
�
0

�e�r2��dr��1�2� � π,

�. �. J � �
π9 � "	?�	�� A�z�0 �

�
π

a
�
t
. � �	 �� ����#

Az �
�
R

sin�ξz���ξ�e�a2ξ2tdξ �
�
R

sin�ξz��e�a2ξ2t��ξ
dξ

2a2t
�

� �
�
R

1

2a2t
e�a

2ξ2t cos�ξz�zdξ � � z

2a2t
A.

�!




�@�# "	�������< ������ &	@�9 ��!�	 ��>	���

A�t, z� �
�
π

a
�
t
exp

	
� z2

4a2t



9 � 	�	��������	 �� A)'B "	�����

�� 3	����� ��@���# ������ A)B09 A'B4

u�t, y� � 1

2a
�
πt

�
R

exp

	
��x� y�2

4a2t



ϕ�x�dx, �14�

���1�����< 3	����	2 �����	��. M�� 3	����� �1 "	�����

�� � ����������	2 ���"��� 3	������	9 ��� ��	9 ���	!	 !	�	�

�#9 ��� ����# ��"��� "�	������9 ��	 3���
�# A)IB � ���	�

���� #��#���# ��@����� ������ A)B09 A'B. �	 ?�	 �� "����

�����#�� "���
�"�����1> �����	���24 �1"	������ A)B0 "��

t � 0 "�	���#���# ��"	����������	 ��33����
��	������

A)IB "	� ����	� ����!���� : ����� ��<����< �	�� �!����

�	� 3���9 ��	 3���
�#

w�t, z� � 1

2a
�
πt

exp

	
� z2

4a2t



�15��

���1�����# 3������������1� ��@����� A�
B �������

��# ��"�	"�	�	��	��� A)B0

�
��	�����	�#�� A)B0 "�� t � 0

�
3	����� �����	�� ����� ���

������� u�t, y� �
�
R

w�t, x � y�ϕ�x�dx
�
9 � �1"	������ A'B

A�. �. A;BB ��!�� "�	������9 ���� "���"����� A)IB � ����

u�t, y� � 1�
π

�
R

e�z
2
ϕ�y � 2a

�
tz�dz �16�

� "	�	=�< �����1 "�������	2 ����!���	����#4

x � y�2a
�
tz9 � � ���� A)*B 3	����� �����	�� ��!�	 �	"���

���� "���>	� t� �0.

�"




�@���� ������ A)B9 A'B � 	 =�� ������ ���	���# "	 ���

����	�	2 �>��� : ��� ����� ��	��	�	��	2 ������ �� ' "	�

��	��	�	��1> � "��������� ���	�� +<����#4 u � v � w9

!�� v : ��@���� A)B09 A'B9 ��������	� 3	����	2 A)IB9 � w :

��@���� A)B9 A'B09 "���������	� ����!���	� +<����#

w�t, x� �
t�
0

h�t, x; τ�dτ 9 !�� h : ��@���� ������ ht � a2hxx9

h�t�τ � f�τ, x�9 ��������	� ����=���	2� 3	����	2 �����	�

��

h�t, y; τ� � 1

2a
�
π�t� τ�

�
R

exp

	
� �x� y�2
4a2�t� τ�



f�τ, x�dx,

��� ��	 � ��	!� ���	�	� ��@���� "�������� ���

u�t, x� � 1

2a
�
πt

�
R

exp

	
��x� y�2

4a2t



ϕ�y�dy�

�
t�
0

�� 1

2a
�
π�t� τ�

�
R

exp

	
� �x� y�2
4a2�t� τ�



f�τ, y�dy

�� dτ,
�17�

����� �������12 3	����	2 �����	��.

������� �=� ) 	������ ��������# ��"�	"�	�	��	��� 	�

�&$. +�# �&$9 ��� ?�	 >	�	@	 ����	 �� 3	����1 +�����

 ��� A��. H IB9 �� �������� ��@���# � �	��� �t, x� ���#<�

�������# �������1> ����1> ϕ9 ψ �� ��������� �� @��� ���

�x�ct, x�ct�9 �. �. �������1� ����1� � �	���>9 	���	#=�> 	�

�	��� x  	��� ��� �� ct9 �� ��"���<� �� ����# t "	���#�� ��

��@���� � �	��� x : ���!��� �� ��"����� �	2���. M�	 ���1�

�#



�����# ��	����	2 ��	�	���< ���"�	��������# �	���=���2�8

� � ���	� ����9 ?�� ��	�	��� ����� c A��	�	��� �	��1 ��

������B. 6 ��# ��������# ��"�	"�	�	��	���9 ��� ?�	 >	�	@	

����	 �� 3	����1 �����	�� A)IB9 ��	�	��� ���"�	��������#

�	���=���2  ���	����� : "�� ��	�� �!	��	 ���1> t � 0 ��

�������# u�t, y� ���#<� �������# ϕ �� ���2 R.��>	�# � ����	��	 ���	 ��# ������> �	��� ����� ���2��

 1���	!	 � 1����# �
 w�t, z� "	 z9 ��� ��	 ��=������

<=�2 "�3	� "	 ?�	�� "	�	�� ����������	 "����������

��
P 3�������	2 �	��� �����# ?�	 "��������#���# � �����1�9

�	 ?�	 ���� ���1� �������� ��������
��9 "���#�	2 "��

�1�	�� ��������# ��"�	"�	�	��	��� A��. H )B : ��"�����9

� ������	��� ���	� ��"�		 ���� �������� A�. �. ���	� �����

���	��	 �!	 	"��1����B. �"�	���9 �������	� ���		���������

��	��� � "������� �������	 ���������9 ����1��# �"	�#���

�12 "���� �����	 ���12 ����� ������> �	���. ��"�����9

�	��	 ������ ���	�	�12 "	�	! "	!��@�	��� ε9 ���� �	�	�

�	!	 �����	� �		��������<=�> ����1> �	��	 "���� ����.

�
�����# A���� � ��!�� ������B "�� α � 14
�
�
α

e�z
2
dz �

�
�
α

ze�z
2
dz � e�α

2

2
,

"	������9 ��	 �� �α�
�


�
�
�
α

�� e�z2dz � e�α
2 % ε,

���� �	���	 α � �
ln�1�ε�9 ��� ��	 ��� "�� ε % 1�10 ���

���	�	 ����	 ��"	���	����	� "���"	�	����� α � 1. C����

!&



	 ���	�9 � 	��	�������	2 "	!��@�	���< ��  	��� ε �	��	

�	��3�
��	���� ����!��� A)*B9 	� �	��� ���@�	� �������

� ��	�#=�� ����	��	 ���12 ����� �	���4

u�t, y� & 1�
π

α�
�α
e�z

2
ϕ�y � 2a

�
tz�dz.

�	 � ���	� ������ �� �������# u�t, x� ���#<� �������#

3���
�� ϕ �� 	������ �� @��� ��� �x� 2a
�
tα, x� 2a

�
tα�9

� 	 ����� ���#��# �������1> ����1> � �	��� y � R �� @���

��� ��������	��� "��� 	�1

y � 2a
�
tα % x % y � 2a

�
tα

A��. ���. -B. C���� 	 ���	�9 ��	�

�	��� ���"�	��������# �	����

=���2 "�� ���	2 �	��3�
��	�

����	2 "	����	��� "	��������

�	����	29 ����	2 A��. H )B 
��. -. � ����� ���#��#

v�t� � d

dt
2a
�
tα � aα�

t
� α

�
κ

cρt

A	��  ���	����� �	���	 � �������12 �	���� �������B.

����	���	 ��	 1��	 �1!�#��� ��"	��	#����	 v9 �	 ?�	 ��#�

���	 � 3����
��2 �������	!	 �	�����9 ���#��� ����1> "��

�	�	�	� ��������������#. ��� 3����
�� ���!	!	 �������	�

!	 �	����� "�	��	2��� � �		��������<=�2 ����! ��	�	���.

%�������	9 ��	 "	 ���� �������# 3�	��� 	� �	��� A�. �. �	

��������B �!	 ��	�	��� ��������#. O������	��� 3�	��� �	��

��=���2 	� �1 	�� ε �� ���@�	� ��=��������4 ���9 "��

ε � 1�10 "	����� α & 1.529 � "�� ε � 10�6 "	�������#

α & 3.72.

!�




 .� /���������

���	����� ��,��,��	�������0

�	����������� ��"����1

��������� ����	�� ������

�	������1� � "���1��=�� "���!��3� "��� 	��������

����1� �������# 3�	��� �	���=���2 ��@���2 	��	����	�

!	 ��������# ��"�	"�	�	��	���

ut � a2uxx � f �1�
���	�#� �� �1���9 ��	 ����1� ���� x�x0 � const

�
t� t0 �	�

!�� �!���� �	�� ����2 ��	��# ��@���2 ��������# A)B09 �. �.

��@���# �	��	 ������ � ���� A"����9 ��"�����9 �t0, x0� � 0B

u�t, x� � h�x��t�. C���� ��@���# ���1��<��# ���	�	�����

�1�� A�. �. ���	"	�	 �1���B. ��� �	!��  1�� "	����1 "��

��@���� ��� ������ &	@��+���>�� ��# A)B � ���	����

u�t�0 � ϕ, �2�
��� � ��	!�> ���!�> �����1> �����. M�	 ����2���	 �	��	

	 	 =���4 u�t, x� � tαh�x��t�9 α � const. �	������## ?�	�

��� � A)B09 ��!�	 �1����� �+� ��# 3���
�� h4

a2h��z� � 1

2
zh��z� � αh�z� � 0, �3�

�	�	�	� "�� �< 	� α � R �	��	 ��@��� A"�����9 � �������

����> �	���	 "�� α � ZB � ��� ���1� "	���	��� ���	�	�����

�1� ��@���#9 	 ����<=��  	!��12 ����� �����1> ��@���2

�8�����, � �
	� ��	��
� 6�����	��
�7 
�/�	��0 �����

 
 �����

�

��*������0 �
�/������ ���H���
�����
�� ���������/�

!�



� "	�	�� "	��	�#<=�� ��@��� ���	�	�1� �������	������1�

������ ��# A)B0. ��	���<�������� ?�	� ����� �� "������


�&��	 '��(���9 	"��1��<=�2 �������� 3�	��� 3��	�	!	

"���>	��9 ��"�����9 "�����=���# �	�1 � ���. ����� ����

���������� "�	���2@�2 	��	����12 �����29 �		��������<�

=�29 ��"�����9 ���������< �	�1 � �	�	��� "�� 	���������

�	����
��� � "�� 	��������� �������	��� "�������	� 	� !	�

���	������1> �		������ A��. ���. QB. C��"������� A� !���

����> X�����#B �	�1 u2 � u2�t, x� � ���� u1 � u1�t, x�9 !��
t : ����#9 x : !�� ��� A�� "	���>�	��� �	�	��� x � 0B.

� �	���� t � 0 �	�� ��# ��>	����# � ����	� �	��	#��� "��

���"������� θ� � 09 �	  ��!	���# "	��	#��	 "	���������

��	2 ���"������� θ� � 0 �� "	���>�	��� �	�	�� ��������

"�	�������9 �. �. !����
� x � ξ�t� ����� ���	� A������<�

=�� 	 ����� 0 � x � ξ�t�B � �	�	2 A������<=�2 	 �����

ξ�t� � x � ��B �������# ���� Aξ �	��������B. � ����	2 ��

3�� A�	�� � ���B ���"������� "	����#���# ��������< A)B09

�	 �	 ��	��� �	?33�
����

���� a1,2. �� !����
� ����

���� 3�� ���"������� ���

����#9 � ��	�	��� �1�����

��# ��"�� "�� ����������

�	�1 	"�����#���# ������


�2 "	�	�	� ��"��9 "��>	�

�#=�> �� ���> 3��. 
��. Q. O����� $��3���

�9������
+ ��D�� �� ��
�����. � ��	���� �� ���,��0 �������+1�0

��	�0 � �
*� �����*.��0 ���
�
����
 �*������
 ��	� �� ������������

!�



� ��	!� "	������ �����<=�< ������4


u1

t � a21


2u1

x2 , 0 � x � ξ�t�, �4�


u2

t � a22


2u2

x2 , ξ�t� � x � ��, �5�
u1�x�0 � θ�, �6�
u2�t�0 � θ�, �7�

u1 � u2 � 0, ρλ
dξ

dt
� κ1


u1

x � κ2


u2

x "�� x � ξ�t�, �8�

ξ�0� � 0. �9�
O���� κ1,2 : ��"�	"�	�	��	��� ���� � �	�1 �		����������	8

ρ : "�	��	��� ����9��ρ � ρ1 : ?�	 ����2��# "�	��	��� � ��	� � �������� S9

�	�	�12 "��>	����# �������	 �1 �����9 � �	�
� �1 	�

��!	 �� �����#

��
λ : �������# A����	��#B ��"�	�� "�������# ����. &	������

�	��� ������ AIBFA/B "	 6������ : �����������12 �	"�	�9�
� �	�� �� ?�	 �� "�	��	 �&O � ��1��� H ;9 � ������ �

���������	2 A��	 	��	2B !����
�2

�
��� ��	 �1 ��  ���� �� ���������# : "	 ���2��2 ����9 ��

 ���� �	���1���� ����������	���9 � 	!��������# "	���	��

���� 	��	!	 ��@���#. ����� ������ �!	 � ���	�	�����	�

����. �	�����	��� �1������# u1�t, x� � tαh1�x�
�
t� A���	�

��� A/B ������� �����=���	���B � A*B ���� α � 09 � �	!�� ��

AQB1 "	������ ξ�t���t � const9 �. �.

ξ�t� � 2γ
�
t, �10�

!�



!�� γ � R
� "	������ 	"��������<. �	 ��"��� "	�����	���

�1������# u2�t, x� � tαh2�x�
�
t� � AQB1 ����� ���� α � 0.

C���� 	 ���	�9 	 � 3���
�� u19 u2 : ���	�	�����1� ���

@���# � α � 09 ��� ��	 ��� �	����	��	 ��@��� A;B "�� α � 09

��	 ��!�	 ������� � "	������

h�z� � C1 � C2E
� z
2a

�
, �11�

!�� C1,2 : "�	���	���1� "	��	#��1�9 � E�z� � 1�
π

z�
�


e�s
2
ds

: 3���
�# ������. ��� ����	  ���� ����� �� ��	2����4

E���� � 09 E�0� � 1�29 E���� � 19 E �	�	�	��	 �	�����

����. C���� 	 ���	�9

u1�t, x� � C1�C2E

	
x

2a1
�
t



, u2�t, x� � C3�C4E

	
x

2a2
�
t



,

�12�
!�� Ck � R "	������ 	"��������<. ������������� A)'B ���	�

��������� 	 ��"������� �1"	������ AIB � A,B. C���� 	 ���

�	�9 	������# ��2�� , �	������ C19 C29 C39 C49 γ9 ��# �	�	�1>

���<��# , ��������2 A*BFAQB9 "������<=�� ���
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2
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γ
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�
	
γ
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�
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C3 � �E�γ�a2�
1� E�γ�a2�θ

�, C4 � 1

1� E�γ�a2�θ
�,

� 	������# "	�������� ?�� �1������# � "	������� �������

���4

2ρλγ � � κ1E
��γ�a1�θ�

a1�E�γ�a1� � 1�2� �
κ2E

��γ�a2�θ�
a2�1� E�γ�a2��, �13�

	����� ������� ��2�� γ9 � �	!�� � ��� Ck. 
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dγ
ϕ�γ2� ���� "����# ����� A);B9 �	 A);B "�������
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� ρλ, !�� s � γ2. �14�
�	��	���� ϕ��0� � ϕ���� � ��9 �	 ��=������� >	�#  1

) ��@���� s� � s��ρλ,κ2θ
�,�κ1θ

�, a1, a2� ��������# A)IB9�
����������	��� �	���1���� ��  ����9 	������ ��@� ��	

��# ��� �	����	��	 �	!���	��� ϕ
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��� ��	 ���	�	� γ � γ� � �

s�. $�	�	��� 3�	��� ���������#
dξ

dt
� γ��

t
�	 �������� ��������#9  ��!	���# ���� "�	������

��� �	�	��	� ������#���# �	 �������� A�	����
�# ����<���

���#9 ��� �"	�����	�� �1@�B. �������� γ� �� ������# #��	

�1������ ����� "�������1 ������9 �	 �� "������� �� �	��

�	 ��>	���� �������	 ��� �����������<=�� �������� ��#

3���
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�� �  ���������1> "�������1>4 	 	������ s � a21z �
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z
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	�����9 � �����	���9 ����	9 ��	 �������� 3�	��� ��������

��# A�. �. "������� zB ������� 	�  ���������1> "�������	�
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�θ�
θ�
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�
c2ρ2κ1

c1ρ1κ2
�
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c1θ�
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����1> ��# �	�1 A� ���� 0�PB �		����������	
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�θ�
θ�
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θ�

.�
�. �. A� ������� $%B κ�
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�
kS9
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�
��"�����9 "�� θ� � 4�P9 θ� � �10�P "	�����
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z � z20 � 0.05679 � "	��	����
κ1

c1ρ1
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 10�6�2��9 �	
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 10�8�2��8 "�	�������� ��

ξ0 � 1� ��2��� ����#
ξ20
4γ2

� ξ20
4s

9 �. �. � ����	� ������ �	�

	����������	 7.55 
 106� � 87��� � 3.79 
 106� � 44���8 ��#

	 ���	����# "	������	�	!	 ��	# ���� ����	 � I ���� �����

@� �������9 �. �. '' � )) ��� �		����������	.
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�	��9 ��� ?�	 �����	�� ��# �&$ � H ,. ��"�����9 "�	���2�

@�# ������ ��# ��������# A)B0 � �������1�� ����1�� A'B

A"�� x � �0, l�B � �����1�� ���	��#��

u�x�0,l � 0 �15�

"���	��� � �	2 �� ������ U������D������#
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2k2a2

l2
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�#��# � ( A� 	 =�� ������ ��	��	�	��1> ���	��2 A),B :

� ��@���< ���
�	����	2 ������9 	"��1��<=�2 "�������	�

����2�	� ���"��������� ���"������1B. � ���	� ����9 ����
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���� t � l2 ln 2

π2a2

�
����� ?��"	���
������# ��	�	��� A����	�

����	!	 "	 xB ���������# u
t��
� 0. ��� t � l2cρ

π2κ
ln
4#ϕ#L1
0,l�

lε
�	��	 !�������	���� �u� % ε. ���������2 ��1�� ?�	!	 #��

����# � �	�9 ��	 A� 	������ 	� �&$B � ������ A)B09 A'B9 A),B

��� �	>������# ?���!��4 ��"�	  1���	 ������� ����� �	�
1

������#9 "	����������1� "�� 	"��������	2 ���"�������.
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1 ��"�	��	���	���19 �. �. A),B �����#���# �� ���	�

��# GG �	��9 �	 �	>������� ?���!�� ����� ����	4
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cρudx � cρ

l�
0

utdx � cρ

l�
0

a2uxxdx � κux

����l
0

� 0.

�	 � � ?�	� ������ A����� 	��������# ���@��> ���	����	�

��"�� fB ����� "�	��>	���  1���	� "������"��������� ����
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���	�� ����� A��. ����	!����< ������ � H ,B : ?���!�# �	�

>���#���#9 "������"�����##�� ����	����	 "	 ������<.

 !"�#!� $�	2 ���� �	�=��	2 ) �9 � 	 ��> ��	�	� "	��

����������# 	"���������# ���"�������9 "���#��# �� (9 ���

�����	� ���"��������� 	��������# 	� ?�	2 ���"������1 �

"������> 10�P. �
����� ����# ��� �����
�� ���"������1

�	 "�����	� 1�P.
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�$%&�' �. k � 0. C	!�� b� � 0 �	 b � C1x� C29

u � �C1x � C2� 
 1. ���	��� u�x�0 � U0 �� "	��	�#�� ��2��

C1,2. O�����9 ����	 ���	���	 �	"	��������	� ���	��� � ���

����9 � "	�	=�< �	�	�	!	 �1 ������  1 ����� ��@���2. %�
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��"�����9 ��# !���	���� κ� � 2.339 c � 8009 ρ$% � 1800
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�� "���������� �� ���#���# � ����� ������!	�	�	2 � ����	2
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#������ ����	2 �����	�1 A"�� �	�	�	� ���	� �	��� 	�����

���� �	���	 ���>��2 ��	2 "	��1B.


 2� 3�,������� ������� *�����

4δ)�������5� '������ 6����

����� �1 ����� �	��	��	��� �	���2���	���� ���	2 ��

���	�	�	� ���	 A��"�����9 ������� �� ������>B. ��� ?�	�

��@� ������ : "������ ���� ��"���� ����12 )9 �	 ����#9

	�������	� �� ?�	9 ���2�� 	!�������	. +�# 	"��������	���

"���� �	���2����� ���1 �	���	 �������# � �	���� t � 0 �

���	������# � �	����� t � ε. $���9 �	�	��# ��2������ ��

���	9 ���� F � F �t�9 ��� ��	 F �t� � 0 "�� t � 0 � t � ε.

$		 =���12 ���� � �	����� ������� t ��"���� �����

N�t� �
t�
0

F �s�ds; N�ε� � 1. �1�

���� �� �	��	��1> �"	�	 	� ��������# ���1 � ��"�����

�	 �������� ��	 ����� �� ���. /.

"�



$��	!	 !	�	�#9 !��3���

F � N ����� ( � ε �	!��

 1�� �< 1��9 �	 "�	�

=��� "	� !��3��	� F

�	����  1�� ����	2 )9 �

!��3�� N ��"���1���. 
��. /. &	�	���2 ��"����

��	���2@�2 �����24 F �t� � 1�ε9 N�t� � t�ε "��

t � �0, ε�8 � 	 =�� ������ �	��	 !	�	���� 	 ������2 ����

F � � 1

ε

ε�
0

F �t�dt � 1

ε
9 ��	 >	���	2 ��# "������< ���� ���	�

�	!	 ��"����� N � 1.

����� ��"��� ����# �	���2����# ε� 0. �� "������� ?�	9

�	����	9 ���	��	��	 �	����� �	 �	�
�9 �. �. "	��� ����#  ���

�	�����# ����9 �	 �����# �����
�# �	�������� ���	� ���	�

����#9 ��	 �����	 A��� ��� ��	 >	���	���B ���	 �����# ��	

"�	��>	��� ������ ?�	!	 ���	!	 "�	������� �������9 ���

��	 	� ��������# 	���� �!�	������. ��� ε � 0 "	�������

N ��!�	 	"����� : ?�	 ���"������# 3���
�# θ A3���
�#

Y�����2��B. 6 ��� 	"����� "��������< ����_

�	 	������ ?�� "��������< ���� ����� δ�t� �
�� ?�	� �	"�	� �	��	 	������� �����<=��� �"	�	 ���4

). �	��	���� �� A)B F � N �9 �	 � � "������ F � δ ����

"�	���	���# 	� ���"�����	2 3���
��9 �. �. ����# ��	

"�



δ � 0 ��<�� ��	�� (9 δ�0� � ��9 �

b�
a

δ�t�dt �
b�
a

θ��t�dt � θ

����b
a

� 1 ��# �< 	!	 �a, b� ' 0.

'. δ ���� ����# 3���
�# ��	 �� !��3�� ��<�� ��	�� ( �����

������< �1�	��9 � � ( :  ���	�����<9 ��� ��	 "�	=���

���	� ���� ����� ) A!��3�� ����	������� ��	 �����

�� ���. )(B.

&	����	9 	 � 	����� ����	�����	���

�����1 � ������������	2 �	��� ����

��#. � ���������� ������# ��� ���.

��	��# 	 	 =���1> 3���
�2 A���"���

������2B9 � �	�	�	2 "�������# ���	!�2

��1�� � �. �. � ?�	2 δ�3���
��.

��. )(. δ�3���
�#

�	 ��# 
���2 �	�����	����# 3��������> #�����2 �	����	��

�	 "��������1> ���������1> �		 ������2. ��� �	����	��	

 ���� "	������9 ��	 δ�3���
�# 	"��1���� ���	� ���������

���1 �	 �������9 "�� �	�	�	� ?�� ���� �!�	����	 �	�����

�������12 ��"���� A	��<�� �������� ���"������# 3����


�#�B.

C���� ����	 �����<=�� ��	2���	 δ�3���
�� A������9 ���

��=�� � 	��	�� �� ���	!	2 ������������	2 �����	���B4 ����

��	���� "�	���	����< ��"���1���< 3���
�< h � "	�����

���� ����!��� J�t0� �
�
R

δ�t�t0�h�t�dt. +�# ?�	!	 "�� �����

δ�3���
�< ��"������� �	����	2 ��������	���4

"!



Fε�t� � 1

ε
χ�t0,t0�ε��t�9 Fε�t� ε�0� δ�t� t0�9 �	!��

J�t0� � lim
ε�0

�
R

Fε�t�h�t�dt � lim
ε�0

1

ε

t0�ε�
t0

h�t�dt � h�t0�.

%���9

�
�
�


δ�t� t0�h�t�dt �
�
�
�


δ�t0 � t�h�t�dt �

�
�
�
�


δ�s�h�s� t0�ds �
�
�
�


δ�s�h�t0 � s�ds � h�t0�.

�2�

�	����� A'B ����� �	� ��1��9 ��	 �< 	� �	���2����� �	��

�	 "���������� ��� �	�	��"�	��� ?���������1> A�!�	����

�1>B �	���2����2. 7��� "�	
��� ����2�129 �	 ��# ��!	 ���

��� "���
�" ��"��"	��
��9 � ������ ��# ��@���# � ������

"�	���	���	!	 �	���2����# �	����	��	 ������� �����2 ?���

�������	!	 A�!�	����	!	B �	���2����#.

��	���<�������� "	������2 ����� �� "������. ����� ���

�����	9 ��	 ���!�<=�# "�#�	����2�	 ������� ����	2 m �

�	���� t � 0 ��>	������ � �	��� x � 09 � � �	���� t � T

	�������� � �	��� x � α9 "����� �������� ���� f�t�9 ��2�
���	���@�# �� �������. C�� ����# ��2�� ���	� �������#

�������. +����# ������ ��"��1�����# � ���� �����	2 �����

�� ��# �+�4

x� � f�m; x�0� � 0, x�T � � α. �3�
""




�@���� �	��	 ��!�	 ��2�� ��"	����������	4 ������� ��>	�

��� 	 =�� ��@���� ��������# A;B14

x�t� �
t�
0

�t� ξ�f�ξ�
m

dξ � at� b,

� ����� ��>	��� a9 b �� A;B2,39 ��� ��	 	�	��������	

x�t� � αt

T
�

T�
0

g0�t, ξ�f�ξ�
m

dξ, �4�

!��

g0�t, ξ� � 1

T

����t� T �ξ, ξ � t

�ξ � T �t, ξ � t.
�5�

� �����	���9 "�� α � 0 "	�����

x�t� �
T�
0

g0�t, ξ�f�ξ�
m

dξ. �6�
��� ?�	�� �����< ��!�	  1�	 ����� ������ ������ A;B9 ����

��� ������ x � y � αt�T 9 �. �. �������� αt�T ��� ���

��	�����	�#�� A;B2,3 � A;B10

��
�	"�	 ��� ��"��� "	������ �	� �� 	����9 "���������

���@�<< ���� ��� �	�	��"�	��� �!�	����1> �	���2����29

�. �. ��"	����# A'B4

f�t�
m

�
T�
0

f�ξ�
m

δ�t� ξ�dξ. �7�

+��!��� ��	����9 ��@�� ������ ��# �!�	����	!	 �	���2�

����# � �	���� ξ4

x��t� � δ�t� ξ�; x�0� � x�T � � 0 �8�
"#



: �� ��@���� 	 	������ g�t, ξ�9 � �	!�� ����� ����2�	���

������ A;B A"�� α � 09 	��	�������	 fB � ����� A-B ���

@���� ��# �< 1> f  ���� ��� ��� "��������#���# � ����

x�t� �
T�
0

g�t, ξ�f�ξ�
m

dξ8 "�� ?�	� �	���	 "	�������# g � g0.

��2��� 	 =�� ��@���� AQB14 x
��t� � θ�t� ξ� � a9

x�t� � �t � ξ�θ�t � ξ� � at � b. %� AQB2,3 ��>	��� b � 09

a � �ξ�T ��T 9 ��� ��	 � ��	!� g � g09 � ���	�	� "����������

��� �	�"����� � A*B. ����
�# g � g0 ���1�����# 3���
��2

����� ������ A;B. 7� ��1�� : ��@���� ������ � 	��	�	��

�1�� �����1�� ���	��#��9 � �	�	�	2 ���@��� �	���2�����

"��������#�� �	 	2 �!�	����12 ��"���� � �	���� ξ. &��

����	9 � �� "	�	=�< �	��	 "���������� ��@���� ������ �

	��	�	��1�� �����1�� ���	��#�� � "�	���	���	2 "���	2

�����<. ��� ?�	� �����2 ��	��	�	��1> �����1> ���	��2

����� �	��	 "	������ � "	�	=�< 3���
�� ����� : "	���

��� ?�	 �� "������ A;B � ��	��	 �=� ��� 	 	����� AIB.

����� x � x�t� : ���	�	� ��@����9 � g � g�t, ξ� : 3����


�# �����9 �. �. ��@���� AQB. 
����	���� �	������	

x�g � xg�t � �x�g � xg�t��t

� �	�����

T�
0

dt4

T�
0

f�t�
m

g�t, ξ�dt�
T�
0

x�t�δ�t� ξ�dt � �x�T �g�t�T, ξ�,

#&



�. �.

x�ξ� � αg�t�T, ξ� �
T�
0

f�t�
m

g�t, ξ�dt. �9�

O������9 ��	 �	 ��> "	� �1 �� ��"	���	���� "������������

��@���# A,B ������ AQB9 � ��@� "	���	������ ����� 	"�����

������ AQB. �	 ��"���9 ���# A,B9 ��>	��� g�t�T, ξ� � ξ�T 9 �
����� �������� ��	 g�t, ξ� � g�ξ, t�9 ��� ��	 A/B "�����=��

���# � AIB.

� ������ A;B9 �����	��  19 ��  1�	 ��	 >	���	��� "���

������� "	�#��� 3���
�� �����9 ��@��� ������ AQB � �. �.9

�. �. ��@���� AIB "	�����	�� ��"	����������	. �	 "	���� �

�	�9 ��	 �  	��� ��	��1> ������>9 !�� ���"	����������12�

"	��� ��@���# �������������9 �!	 �	��	 ��2�� "	 ����	�

!���	�� ��!	����� : ��� ����< ���@��> �	���2����2 ��

?���������1� A�. �. � "	�	=�< 3���
�� �����B. �	#����

?�� �1��� �� "������ 	"����	�� D�"����9 �	 "����� ������

�� ��"	�	!������1� "	���	���#.

6���	!���	 	��	����	�� �����<9 � ��	!	����	�

"�	��������� ����� �	��	 ������ "	�#��� δ�3���
��. ����

 	 !	�	�#9 ?�	 ����# 3���
�#9 �	�	��# ����� ����� ( ��	�� (9

� ( ����� ��9 � ����!��� 	� ��� "	 Rn ����� ). M�	 "�������

�12 �����2 3���
�2 ����
1

mesB�0, ε�χB
0,ε� "�� ε� 0.

����
�"�	���9 ��� � � 	��	����	� ������9 ?�� �""�	������

��<=�� 3���
�� : ��� ���. δ�	 �����# "	����	�������

�	��� : �� 	 #�������	 �	���1  1�� ���"�����1��9

��� ?�	  1�	 � "��������	� "	���	����

����
#�



7� 3��������2 ��1��9 ��"�����9 ���	�4 ���� "	 "�	������

���� ���"�������� �����9 �	 �����## "�	��	��� � 	 ����� Ω

���� ρΩ �M�Ω��mesΩ9 !�� M�Ω� : ����� � 	 L��� Ω. ��	��

�	��� � �	��� ρ�x0� � lim ρΩ "�� ��#!������ Ω � �	��� x0.

C	!�� M�A� �
�
A

ρ�x�dx ��# �< 	!	 	 L��� A. 7��� � "�	�

��������� ������# �����������# �	�����# �����

�������	2 )9 �	 "�	��	��� �� �	 ���� "�	��������� ����

δ�3���
�#. 6���	!���	 �	��	 ���������� 	 ���#��> � �. ".

&�� � � 	��	����	� ������9 >����������������� ��	2�

���	� δ�3���
�� #��#���# �		��	@����

h�t0� �
�
Rn

δ�t� t0�h�t�dt �
�
Rn

δ�t0 � t�h�t�dt �

�
�
Rn

δ�s�h�s� t0�ds �
�
Rn

δ�s�h�t0 � s�ds,
�10�

����	� ��# ���> ��"���1��1> 3���
�2 h9 � 	�����<=��9 ���

"�����9 ��	 ����� A� ����� ���#� � �. ".B ���"���������< �

"�	��������� �	��	 "���������� ��� �	�	��"�	��� ?������

����1> A�	����1>B ���� A���#�	� � �. ".B.

��� ��@���� ����2�1> ��33����
�����1> ��������2

Au � f "	����	 "	�#��� �
 	"����	�� A : ?�	 ����# 3����


�# M 9 ��	 AxM � δ. &	����	9 �
 	"�����#���# � �	��	�

���< �	 "�� ������# ��@���# 	��	�	��	!	 ��������#9 �	

	 1��	 �	!	������<��# ���	� �� ��@���2 �1 ������#. ���

"�����9 �
 	"����	�� d2�dx2 A	��	����12 ΔB #��#<��#

#�



3���
�� A��. AQB � �� ��@����B

M�x� � xθ�x� � ax� b.

��2��� �
 En ��	!	����	!	 	"����	�� D�"����

Δ � 
2

x21

� 
 
 
 � 
2

x2n

9 n � 29 �. �. ��@���� ��������#

ΔEn � δ. ����� ��������� A��	��	"��B Δ ����������	 ���

���� En � ���� En�x� � ϕ��x�� � ϕ�r�. %�"	����# "����������

��� Δ � �3�������	2 $& A��� ��"	����������	B9 "	������

Δϕ�r� � ϕ��r� � n� 1

r
ϕ��r�. ��� r � 0 "	 	"��������<

δ�3���
�� ����� ϕ��r� � n� 1

r
ϕ��r� � 09 �. �.

�rn�1ϕ��r��� � 09 	�����

ϕ�r� �
���ar2�n � b, n � 3,

c ln r � d, n � 2.

��� "	���� 	 =�	��� �	��	 ������� b � d � 0 A�. �.

Δb � Δd � 0B. �	��	����!

1 �
�

B
0,1�

ΔEn�x�dx �
�

S
0,1�


En

ν dS �

�
S
0,1�

ϕ��1�dS � ϕ��1�σn

A!�� σn : ���� �������	2 �3��1B9 �	 a � 1

σn�2� n�9 c �
1

2π
9

��� ��	 � ��	!�

En�x� �

�����
1

σn�2� n��x�
2�n, n � 3,

1

2π
ln �x�, n � 2.

�2�
 ����/�	� �� 
������*� �� H��� � 
������*� �� ����� 
���*.��


���, �����*� A�����
?�������	������

#�



+���� 	!��������# �����#�� n � 2, 34

E2�x� � � 1

2π
ln

1

�x�, E3�x� � � 1

4π�x�. �11�

���������2 ��1�� ?��> 3���
�2 ��!�	 "	�#�� �� "������

?�����	�������4 "	���
��� ϕ ?����������	!	 "	�# � ���
�	�

����	� ������ 	"��1�����# ���������� A��. H )B Δϕ � ρ

εε0
9

������9 A))B2 ���� "	���
��� "	�#9 �	�������	!	 �	����1�

���#�	� �������	2 εε09 ��>	�#=���# � (9 �. �. �!	 "�	��	���

���� ��� ��� ρ � εε0δ. C���� 	 ���	�9 ���#� �������	2 Q9

��>	�#=�2�# � �	��� x09 �	����� "	�� � "	���
���	�

ϕ�x� � � Q

4πεε0�x� x0�,
� ���	 "	�� "�� ?�	� ����	

E�x� � Q

4πεε0

 x� x0
�x� x0�3 ,

��	 �	!�������# � ���	�	� &��	��9 �. �. �� ���#� �������

�	2 q9 ��>	�#=�2�# � �	��� x9  ���� ��2���	���� ����

F � qE�x� � Qq

4πεε0

 x� x0
�x� x0�3 .�������

�	!���	����� � ���	�	� &��	�� ����� ����	 "	�	��9 ��	

��������# 0��������9 �� �	�	�1> �1 �1���� ��������

������	� ��������� �����	��9 �	 ������	 � "	�����1

�� 	��	�� 3��	���	�	!������> ���	�	�9 ����� �	�	�1>

� ���	� &��	��

�������
+������12 ����	! A))B1 �		����������9 ��"�����9 ���#����

�1� "�#�1� ���#�  ���	����	2 ����1 � ������ ���� ���

�������	��� "�������	� 	� ������!	 ��������#.

#�



�������# ��"��� � �	"�	�� 	 "	���	���� ��@���2 �����

��# ��������# �����	�� � "	�	=�< ��. 
����	���� �����

�1� ������ +���>�� � ��2����4

Δu � f � Ω; u�	Ω � ϕ ���

u

ν

����
	Ω
� ψ. �12�

&��	��  1 ��  1�� 3���
�# v9 �	��	 ��"����� �	������	

A��. 	��	����12 ����	! �1@�B

div�u∇v � v∇u� � uΔv � vΔu � uΔv � vf

� "�	����!���	���� "	 Ω9 ��	 ����" ��������	�
	Ω

	
u

v

ν � v


u

ν


dS �

�
Ω

uΔvdΩ�
�
Ω

vfdΩ. �13�

7��� v � v�x, y�9 ��� "�	���	��1� � ����!���	����� � A);B

"	����<��# "	 y9 � Δyv�x, y� � �δ�x�y�9 �	 A);B "��������

���

u�x� � �
�
Ω

v�x, y�f�y�dy�

�
�
	Ω

�
� u�y�
v�x, y�
νy � v�x, y�
u�y�
νy

�
dSy.

�14�

� �������	��� 	� �	!	9 ����# ������ ��@����# : +���>��

��� ��2����9 �1 �	��� ������� �����<=��4

�$%&�' �� O����� +���>��4 u�	Ω � ϕ �������	9

u

ν

����
	Ω

���������	. C	!�� "	��� ��� v�x, y��y�	Ω � 09 � A)IB "�����

�E���� �� �����*� A�����
?�������	������

#�



���

u�x� � �
�
Ω

v�x, y�f�y�dy �
�
	Ω


v�x, y�

νy ϕ�y�dSy. �15�

�$%&�' �� O����� ��2����4

u

ν

����
	Ω
� ψ �������	9 u�	Ω

���������	. C	!�� "	��� ���

v�x, y�

νy

����
y�	Ω

� 09 � A)IB "�����

���

u�x� � �
�
Ω

v�x, y�f�y�dy �
�
	Ω

v�x, y�ψ�y�dSy. �16�

� 	 	�> �����#> v�x, y� � g�x, y� ���1�����# 3���
��2

����� �		��������<=�2 ������9 � 3	����1 A),B9 A)*B "	��	�

�#<� �1������� ��@����. $�1�� 3	���� A),B9 A)*B �	� ��

��	 � � AIB. C��9 "�� ϕ � 09 ψ � 0 A����	! α � 0B ��@��

��� � �< 1� ���@��� �	���2������ ���� ����� ��@���2 �

?���������1�� A�	����1��B �	���2����#��. �������9 ��	

A;B ���� 	��	����12 ������� A)'B1,29 ��� ��	 � A,B ���� ��

������ +���>�� ��# Δ "�� n � 1. $�	2���� �� �	��	 "��

��"�����9 	 	������ h�x, y� � g�x, y� � En�x � y�9 ��� ��	

�������1� ' ��	2���� "����� ���4

Δyh�x, y� � 0; h�x, y��y�	Ω � En�x� y��y�	Ω ���


h�x, y�

νy

����
y�	Ω

� 
En�x� y�

νy

����
y�	Ω

.

�17�

����1�����#9 h�x, y� � h�y, x� A�. �. g�x, y� � g�y, x�B9 ���
��	 ��	2���� A)-B �	��	 ��"��1����9 "	���#� �	�#�� x � y.

%���9 ��@���# �����1> ����� +���>�� � ��2���� �	��	

#�



�1"�����9 ���� �������1 �� ?��> �����9 "����� �� �� ���

���#� 	� �>	��1> ����1>9 �. �. �=���# ) ���. $ ���!	2 ��	�

�	�19 �> "	��� � 	 =�� ������ ���� ������������# ������

: ������� ��@��� ������ A)-B9 �	�	��# A�� ����<������ 	��

�������# fB ���	�� �� ��	 � ��>	���# ������ A)'B9 �� �=� � �

"�������	�. �	 ��# ���	�	�1> �����1> ������� �� �	���

 1�� ��2���� #��	9 	�	 ���	 ���� ������ �� #��12 3������

���2 ��1��. � ���	� ����9 �� : ?�	 �
 A"�����9 � ���!��

����	� � ���=���	�B9 ��	�����	�#<=�� 	��	�	��1� �����

�1� ���	��#� �	!	 �� ��"�9 ��	 � � ��>	��	2 ������. ���

"�����9 � ������ +���>�� A)'B1,2 �� g�x, y� ���� ��@����

������

Δyg�x, y� � �δ�x� y�; g�x, y��y�	Ω � 0, �18�
��� ��	9 � �����	���9 "	���
��� ϕ̃ ?����������	!	 "	�# � ���

�� Ω9 "	�	�����	!	 ���#���� "�	��	���< ρ � "�� �������	�

"	���
���� ϕ �� "	���>�	���9 �������# 3	����	2

ϕ̃�x� � �
�
Ω

g�x, y�ρ�y�
εε0

dy �
�
	Ω


g�x, y�

νy ϕ�y�dSy; �19�

"�� ?�	� ���� �� g 	"��1���� "	���
��� "	�#9 �	�������	�

!	 �	����1� ���#�	� �������	2 �εε09 ��>	�#=���# � �	���

x � Ω9 "�� ���	��� ��	 !����
� ���� ���������. +�# ���	�

�	�1> 3	�� Ω �� ?�	2 ���� �	��	 #��	 �1"����� g � ���

���1� ��@��� ������9 �. �. ��2�� ���	�	� "	��. $		�����

����<=�� "�����1 ��� ���<��# � �����<=�� "���!��3�.

#!




 7� !����� *������ � 8������ ���

���	����� �������� � 9�,����

	 ��������� ���������� �-�������

6������������ �������

� �������� "���	!	 "������ �����	���� ������

ux1x1 � ux2x2 � f�x1, x2�, x2 � 0; u�x2�0 � ϕ�x1�. �1�
7� ��@����9 ��� "	�����	 �1@�9 ����� ���

u�x1, x2� � �
�

y2�0
g�x, y�f�y�dy �

�
y2�0


g�x, y�

νy ϕ�y1�dy1,

!�� g : ��9 �. �.

g�x, y� � h�x, y� � E2�x� y�, E2�z� � � 1

2π
ln

1

�z�,

Δyh�x, y� � 0; h�x, y��y2�0 � E2�x� y��y2�0. �2�
C���� 	 ���	�9 ���� u ����� ��1�� "	���
���� ?���������

��	!	 "	�#9 �	 �E2�x � y� ���� "	���
��� "	�# �	����	!	

���#�� A�	����9 ����� � ����� � "�	��	� ������ : ��������

�12 ���#�B �������	2 �εε0 � ��>	�#=�!	�# � �	��� x. � �	

�� ����# h�x, y� ���� "	���
��� ���	�	�	!	 ?����������	!	

"	�# ���	!	9 ��	 "�� y2 � 0 ���#�	� ���9 � "�� y2 � 0 "	����


��� ���	2 �� ��� ��# ���#�� �������	2 εε09 ��>	�#=�!	�#

� �	��� x. �������	 �	!������#9 ��	 ���

��� ���	� "	�� �	����� ���#� �������	2

εε09 ��>	�#=�2�# � �	��� x̄ � �x1,�x2�.
+��!��� ��	����9 ���� ������# ���#� �

����������# ������9 �	 ?�	 ?����������	

���� "�	���	"	�	��1� ���#���

��. )). $�����

#"



� � ����	2 ������ A��. ����	!���	� ����������� � H ,B :

��. ���. )). �	����=�#�� � ������������	2 3	������	���9

?�	 �	��	 ��"����� ���4 h�x, y� � E2�x̄� y�. %���9

g�x, y� � 1

2π
ln

1

�x� y� �
1

2π
ln

1

�x̄� y�.

�1����#��4 νy � �0,�y2�8 


νy � � 



y2 8

�
g�x, y�

νy

����
y2�0

� 
g�x, y�

y2

����
y2�0

�

� 1

2π
�x� y� �1

�x� y�2
y2 � x2
�y � x�

����
y2�0

�

� 1

2π
�x̄� y� �1

�x̄� y�2
y2 � x2
�y � x̄�

����
y2�0

� x2
π�x� y�2 ,

� � ��	!�

u�x1, x2� � 1

2π

�
y2�0

ln
�x� y�
�x̄� y�f�y�dy �

x2
π

�
R

ϕ�y1�dy1
�x1 � y1�2 � x22

.

�3�
6���	!���	 � ������ ��2����

ux1x1 � ux2x2 � f�x1, x2�, x2 � 0; � 
u

x2

����
x2�0

� ψ�x1� �4�

��@���� "��������#���# � ����

u�x1, x2� � �
�

y2�0
g�x, y�f�y�dy �

�
y2�0

g�x, y�ψ�y1�dy1, �5�

!�� g�x, y� � h�x, y� � E2�x� y�9

Δyh�x, y� � 0; �
h�x, y�

y2

����
y2�0

� �
E2�x� y�

y2

����
y2�0

.
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+	!������# �	 ���� h �	��	 ��	�� � "	�	=�< "������ �

���#���� : ������� ��2�� "	���
��� h ���	!	 "	�#9 ��	 1

� ���>��2 "	��"�	��	��� ��  1�	 ���#�	�9 �	 �� !������	2

"�#�	2 �	�������# �	�"	����� A�	����� ��"������� ����B

?����������	!	 "	�#  1�� ����# �� ��� � ���#�� �������	2

εε09 ��>	�#=�!	�# � �	��� x. C��	� "	�� �	������# ���#�	�

�εε09 ��>	�#=���# � �	��� x̄9 �. �. h�x, y� � �E2�x̄ � y�.
O�����9 g�x, y� � 1

2π
ln

1

�x� y� �
1

2π
ln

1

�x̄� y�9

g�x, y��y2�0 �
1

π
ln

1

�x� y� � � 1

2π
ln��x� y�2�9

u�x1, x2� � 1

2π

�
y2�0

ln

	
�x� y� 
 �x̄� y�



f�y�dy�

� 1

2π

�
R

ln��x1 � y1�2 � x22�ψ�y1�dy1.
�6�

������������# A;B � A*B  1�� "	�����1 ���� 3	������	9

� �� ���	� ���� ��� �<� �����1> �	"	��������1> �����2

"�� �> �����	���. C��9 	�� ���<� ��1�� �	���	 "�� 	"���

������1> 	!��������#> �� ��	�	��� � 1����# f 9 ϕ9 ψ �� �8

��# �	������	��� ����> ����� A)B � AIB ������� ����!���

	"��������1� ��� 	����# ��� �� �>	��1� ����1�9 ��� � ��

��@���#. � ?�	� "���� ����� �"��	�	!�������� A� � �	��

��  	��� 3�����1�B #��#���# ���>����12 �����29 �	 � ��>�

������	� "���� A"�� �1�	�� ����	!	� 3	���� A;B9 A*BB 	� �	�

���@���	 ����	!���� �������	��9 ��� ��	 	�������������#

�� ��� ��� ��1���.

�&&



$����<=�2 ��������12 "����� : ������ +���>�� � ���>�

����	� @���

Δu � f, x � B�0, R� � R
3; u��x��R � ϕ. �7�

$�	�� ������� ��2�� ��

g�x, y� � h�x, y� � E3�x� y�; E3�z� � � 1

4π�z�;

Δyh�x, y� � 0, y � B�0, R�; h�x, y���y��R � E3�x� y���y��R.
�"#�� h �	��	 �����	���� ��� "	���
��� ?����������	!	

"	�# ���	!	 ��	 � @��� ��� ���#�	�9 � �� �3��� "	���
���

���	2 �� ��� 	� ���#�� �������	2 εε09 ��>	�#=�!	�#

� �	��� x. %� 3��������> �		 �����

��2 �	��	 �	!������# ��	 ���	2 "	�

���
��� "	�	������# ���#�	�9 ���

>	�#=���# � �	��� x� � R2

�x�2x A�	��

�� �����������# � x 	��	�������

�	 �3��1B ���������	2 "	�� �������

�1 A�	 �����	�	 "�	���	"	�	��	!	

�����B9 �. �. �=�� h � ����

��. )'. $3����������

h�x, y� � α�x�E3�x� � y� � β�x�
�x� � y�

A��. ���. )'B. �	��	���� x�  B�0, R�9 �	 Δyh�x, y� � 0 ���	�

��������� "�� �y� � R. �������# "	�������� A"�� �y� � RB

�x� � y�2 � �x��2 � �y�2 � 2�x�, y� � R4

�x�2 �R2 � 2R2�x, y�
�x�2 �

� R2R
2 � �x�2 � 2�x, y�

�x�2 � R2

�x�2 �x� y�2,

�&�



�. �.

�x� � y� � R�x� y�
�x� "�� �y� � R, �8�

� ����	 � 1

4π�x� y� �
β�x��x�
R�x� y�9 	����� β�x� � � R

4π�x�8
� ��	!�

h�x, y� � � R

4π�x��x� � y�, g�x, y� �
1

4π�x� y� �
R

4π�x��x�� y�.

+�# �����	��� ������2@�> �1�������2 	!��������# ����

���� f � 04

u�x� � �
�

S
0,R�


g�x, y�

νy ϕ�y�dSy.


�������� ��	 >	���1� �������1 A� ����	� AQBB4

∇yg�x, y� � � 1

4π�x� y�2
y � x

�y � x� �
R

4π�x��x� � y�2
y � x�

�y � x��,

∇yg�x, y���y��R � x� y

4π�x� y�3 �
R�y � x���x�3
4π�x�R3�x� y�3 �

� �x�2 �R2

4π�x� y�3R2
y,


g�x, y�

νy

����
�y��R

� ∇yg�x, y���y��R 
 y
R

� �x�2 �R2

4π�x� y�3R,

	�	��������	 "	������ 3	����� ��@���# ������ A-B "��

f � 04

u�x� � 1

4πR

�
S
0,R�

R2 � �x�2
�x� y�3 ϕ�y�dSy �n � 3�, �9�

�&�



���1�����< 3	����	2 �����	��. 6���	!���	 �1�	����#

3	����� �����	�� � �������	� ������4

u�x� � 1

2πR

�
S
0,R�

R2 � �x�2
�x� y�2 ϕ�y�dSy �n � 2�. �10�

%�������� �=� 	��� �"	�	 �1�	�� 3	����1 A)(B : � "	�	�

=�< ���	�� �����9 �	�	�12 @��	�	 "�����#���# � � �����

��> ��# ��������2 �����	�� � D�"����. C��9 � ������ ���!�4

ux1x1 � ux2x2 � 0, u�x21�x22�R2 � χ �11�
��	 �	 "���2�� � "	�#���< $& x1 � r cosϕ9 x2 � r sinϕ9 ���

��	 A))B ��"�@���# � ����

urr � 1

r
ur � 1

r2
uϕϕ � 0, u�r�R � χ�ϕ�. �12�

����� ������ �����1� ��@���# A)'B1 � ���� u � K�r�Φ�ϕ�9
�	!��

r2K� � rK �

K
� �Φ�

Φ
� λ � const,

�. �.

r2K� � rK � � λK � 0, Φ� � λΦ � 0.

P ����	� 2π�"���	����	��� 3���
�� Φ "	������

λ � n2, n � N0; Φ0 � A0 � const,

Φn � An cosnϕ� Bn sinnϕ, n � N.

�	��� ?�	!	 ��>	��� K0 � C0 ln r�D09 Kn � Cnr
n�Dnr

�n9
n � N. �� ���1��# ln r � r�n � ���� �> ����1��	��� � 
�����

���!�9 	�	��������	 "	������ �����1� ��@���# ����

rn cosnϕ, rn sinnϕ �n � N�; 1,

�&�



"�	���	����# �	� ���
�# �	�	�1> ����� #��#���# ��@����

�� A)'B14

u � A0 �

�
n�1

rn�An cosnϕ� Bn sinnϕ�. �13�

�	������## ?�	 "������������ � A)'B24

A0 �

�
n�1

Rn�An cosnϕ� Bn sinnϕ� � χ�ϕ�,

��>	���

A0 � 1

2π

2π�
0

χ�α�dα, An � 1

πRn

2π�
0

χ�α� cosnαdα,

Bn � 1

πRn

2π�
0

χ�α� sinnαdα, n � N.

�14�

C�� ���1�9 �1 "	������ ��@���� ������ A))B � ���� A);B9

A)IB. 0	��	 "	���	�����# ?���� 3	������� � "	������	�

����9 �	 �	��	 � "��	 ���	���� �> �����<=�� 	 ���	�4

u � 1

2π

2π�
0

χ�α�dα �

�
n�1

� r
R

�n 1

2π
�

�
2π�
0

χ�α�
	
2 cos�nα� cos�nϕ� � 2 sin�nα� sin�nϕ�



dα �

� 1

2π

2π�
0

h�r, ϕ, α�χ�α�dα, �15�

�&�



!��

h�r, ϕ, α� � 1�

�
n�1

� r
R

�n
2 cos�n�ϕ� α�� �

� �1� 2Re

�
n�0

� r
R
ei
ϕ�α�

�n
� �1� 2Re

1

1� r

R
ei
ϕ�α�

�

� R2 � r2

�R2 � r2� � 2rR cos�ϕ� α�.
�16�

�	����1 A),B9 A)*B ���� "�����"��� �������	2 3	����1

�����	��. � ���	� ����9 �	����=�#�� 	 ����	 � ������	��

$&4 x � �r cosϕ, r sinϕ�9 y � �R cosα,R sinα�9 "	�����4
�R2 � r2� � 2rR cos�ϕ� α� � �y�2 � �x�2 � 2�x, y� � �x� y�2,

dSy � Rdα,

�. �.

u � 1

2πR

�
�y��R

R2 � �x�2
�x� y�2 χ�y�dSy

: � ?�	 � ���� ��������# 3	����� �����	�� � 3	��� A)(B.

 !"�#!� � ���!�	2 "�������� ������	� R ���>�## "	�

�	���� 	�����	��� "	�����������# � ������� ��������	!	

������� "�� ���"������� 2�P9 � ����## : "�� 0�P9 "�����
� "�	���> "	���>�	���2 "�������� ��"�	��	���	����. ��2��

���"������� �	 ���2 "��������.

,#-#�"#� �	��	���� "�	
��� �� ��������	� ����# ���	�

#��#9 �	 ���"������� u A� !������> X�����#B � "��������

�&�



	"��1�����# ���������� D�"����9 �. �.

Δu � 0, r � R, ϕ � �0, 2π�;
u�r�R,ϕ�
0,π� � 2, u�r�R,ϕ�
π,2π� � 0.

%� 3	����1 A)IB ��>	���

A0 � 1, An � 0, B2k � 0, B2k�1 � 4

πR2k�1�2k � 1�,

� �	!�� �� A);B

u � 1�

�
k�0

� r
R

�2k�1 4

π�2k � 1� sin�2k � 1�ϕ.

� �����	���9 �� 	�� ���������9 �. �. "�� ϕ � 0, π9 "	�����

u � 1 A�PB9 � �� ���!	2 	��4

ϕ � π

2
: u � 1�


�
k�0

4��1�k
π�2k � 1�

� r
R

�2k�1
� 1� 4

π
arctg

r

R
,

ϕ � �π
2
: u � 1�


�
k�0

4��1�k�1
π�2k � 1�

� r
R

�2k�1
� 1� 4

π
arctg

r

R
.

O���� �1 ��"	���	���� �	� 3���9 ��	 "�� �x� � 1

�arctg x�� � 1

1� x2
�


�
k�0

��1�kx2k �	

arctg x �

�
k�0

��1�kx2k�1
2k � 1

. �

+��� �� �����	�����1> ����	!	�������1> "�����	�

A� ���  	��� �� �		 ������2 "��������1> � H )B ����	9 ���

��<  	��@�< �	�� "�� 	"������ 3��������> #�����2 �!�

���� 	"����	� D�"���� � � �����	��� ��@���# ��������#

�&�



D�"����9 ���1����1� A��� !	�	���	�� � H )B !���	��������

�� 3���
�#��. �	?�	�� �> ��	2���� "	����	 �����. ���	

�� ?��> ��	2��� ����� ������� �� 3	���� �����	�� A/B9 A)(B4

"	�	��� � ��> x � 09 "	�����

u�0� � 1

σnRn�1

�
S
0,R�

ϕ�y�dSy,

�. �. �������� !���	������	2 3���
�� � 
����� @����
#��	9 ��	 @�� �	���  1�� �< 1�9 ����!	� ���!�� �	��

�	 �	 ����# ��	 1 �!	 
����	�  1� (

�
����	 �������� �������< �� �3��� A?�	 ���1�����# ���
)

���� 
 ���&����B. � "���1��=�� ������� �1 �� �<����

?�	 #������. 7=� 	��	 ��������	� ��	2���	 : *�	��	* ���)

�	�+��9 �	��	#=�2 � �	�9 ��	 !���	�������# � ���	�	�	2

	 ����� 3���
�# �� �	��� "�������� ������ 	 ����� ����

����#  J	��@�� ��� �������� "	 !����
� A����	!���	 ��#

��������B. M�	 ��	2���	 �1 ��  ���� �	���1����9 �	 ���

��� 3��������< ���<����
�<4 "���� ��� ���� ���#����

�� "�	�	�	�� � ��"	������. C	!�� �� 3	��� 	"��1�����#

!���	������	2 3���
��29 � ��� ���� �� �	��� �1���"���

�1@� ��� ���� �		��������<=�> �1���"	� �� "�	�	�	��.

��"�	���9 	�� ����  ���� ���	!	 �1@� ��� ���� !������1>

�1���"	�9 ���  1 �!������# �> A���� �	���	 "�	�	�	�� ��

"�	���# �	���@���	B. M�	 ��	2���	 !���	�������> 3���
�2

A�������# � 	 ����� ���	!	 ����@� ��������� �� !����
�9

���� 3���
�# �� ���� "	��	#���#B ���1�����# +�	������

*�	��	*
� ����	�+��.

�&!



���� ,����������� �������

���� 
����	, *
 ����  .

0�(��"���"# $"�#'�12 �
� 3� ++ (�!435�6
7�3�&� 8	%!��9:"%
"$$4

). ��"	����� ��� ��@��� ��������# ���� y� � a�x�y � 0.

'. 
�@��� ��������� y� � xy � 0 � ������ &	@� y�1� � 2

��# ��!	.

;. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ��������� y� � �sinx�y � 0

� ������ &	@� y�0� � 3.

I. ��"	����� ��� ��@��� ��������# ���� y��a�x�y � f�x�
A	 � �"	�	 � : ����!����<=�2 ��	������ � �����
�#

"	��	#��	2B.

,. 
�@��� ��������� y��xy � 4x � ������ &	@� y�2� � 3.

*. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ���������

y� � �sinx�y � sin 2x � ������ &	@� y��π� � 0.

-. ��"	����� ��� ��@��� ��������# ���� y��ay��by � 0.

Q. 
�@��� ��������� y� � 3y� � 2y � 0 � ������ &	@�

y�0� � 19 y��0� � 0.

/. 
�@��� ��������� y� � 4y� � 4y � 0 � ������< ������

y�0� � 19 y��2� � 4.

)(. 
�@��� ��������� y� � 2y� � 5y � 0 � ������< ������

y��1� � 09 y�1� � 2.

�&"



)). -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ��������� y� � 4y � 0 � ���

���� &	@� y�2� � 19 y��2� � 2.

)'. ��"	����� ��� ��@��� ��������# ����

y��ay��by � f�t�9 �. �.4 �=�� � ���� y � C1y1�C2y29 !��

y19 y2 :3�������������# ������� ��@���2 	��	�	��	!	

��������#9 � ��# Ck ����� ��������
y1 y2
y�1 y�2

��
C �

1

C �
2

�
�
�
0

f

�
.

);. 
�@��� ��������� y� � 4y� � 3y � ex � ������ &	@�

y�0� � 09 y��0� � 0.

)I. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ��������� y�� y � x � ����

���< ������ y�0� � 09 y�3� � 1.

),. �	#����� ��1�� ������ U������D������#

y� � ay� � by � λy;

γ1y�α� � γ2y
��α� � 0, γ3y�β� � γ4y

��β� � 0

: �. �. ��	 ?�	 ������ �� $O � $� ����	!���	 ��!� �

�������	2 ������ �� $K � $� ��# Ax � λx. $�	2����

�.U�D ������ �� ������2@�> "������>.

)*. 
�@��� �.U�D y� � λy9 y�0� � y�π� � 0.

)-. 
�@��� �.U�D y� � λy9 y�0� � y��l� � 0.

)Q. -
��.��� 
�&��	�#. 
�@��� �.U�D

A`B y� � λy9 y��0� � y��l� � 08
	I�*���*.�� � ��	
���

 �����. ��H��
��

�&#



AaB y� � 4y� � λy9 y�a� � y�b� � 0 Aa � bB8

AZB y� � λy9 y��0� � y�1� � 0.

���� 
����	, *
 ���� �.

��3�&� ��-" 3$4 ���

). �&$ ����� ��� utt � c2uxx � f A��. ���
��B. +�# "�	�

��	�1 ������	�  ���� ������� ��	 c � 1 A"	��� �����1

x :� x�cB. � =�� ��@���� 	��	�	��	!	 �&$4

u � A�x� t� � B�x� t�. O����� &	@�4

u�t�0 � ϕ, ut�t�0 � ψ.

7� ��@���� "�� f � 0 ��!�	 �1����� �� 	 =�!	 ��@���#4

u � ϕ�x� t� � ϕ�x� t�
2

� 1

2

x�t�
x�t

ψ�s�ds

A3	����� +���� ���B.

'. 
�@��� ������ &	@� utt � uxx � 09 u�t�0 � x29

ut�t�0 � 4x� 1.

;. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ������ &	@� utt � uxx � 09

u�t�0 � e2x9 ut�t�0 � sinx.

I. �
�@���� ������ &	@� utt � uxx � 09 u�t�0 � χ�0,1�9
ut�t�0 � 0 A�� ���	� ���� ��� ������ �����# �. �. χ�0,1�
����1���9 �	 ?�� ������ �	��	 "	������ ��� "�������

��<9 � ��� ����	 "�����#�� 3	����� +���� ���B. ���

���	���� !��3�� u ��� 3���
�� 	� x "�� ����1> t.

��&



,. ��"	����� ��	 ������ &	@� ��# ��	��	�	��	!	 �������

��# utt�uxx � f 9 u�t�0 � ϕ9 ut�t�0 � ψ ���	 ��@��� ���4

u � v � w9

vtt � vxx � 0, v�t�0 � ϕ, vt�t�0 � ψ,

wtt � wxx � f, w�t�0 � 0, wt�t�0 � 0,

!�� v ��	�� "	 3	����� +���� ���9 � w : "	 ���	��

+<����#4

w�t, x� �
t�
0

h�t, x; τ�dτ, !��

htt � hxx � 0, h�t�τ � 0, ht�t�τ � f�τ, x�,
��	 "	��� �����1 t� τ � s "�������� ��� hss�hxx � 09

h�s�0 � 09 hs�s�0 � f�τ, x�9 � �	��	 ��2�� h "	 3	�����

+���� ���.

*. 
�@��� ������ &	@� utt � uxx � 3x2 � 2t9 u�t�0 � cos x9

ut�t�0 � 3.

-. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ������ &	@�

utt � uxx � t sinx9 u�t�0 � 29 ut�t�0 � 4x3.

���� 
����	, *
 ���� /.

�!�#
1# 7�3�&" 3$4 ���

). G �&O ��# 	��	�	��	!	 �&$

utt � uxx � 0, t � 0, x � 0,

u�t�0 � ϕ�x�, ut�t�0 � ψ�x�, u�x�0 � μ�t�
���



�	��	 ��@���9 "	������� 	 =�� ��@���� �&$

u � A�x� t� � B�x� t� � �������	������1� ���	��#.

'. 
�@��� ������ utt � uxx � 09 u�t�0 � 3x9 ut�t�0 � 19

u�x�0 � t2.

;. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ������ utt � uxx � 09

u�t�0 � 2x29 ut�t�0 � 29 u�x�0 � t.

I. 6���	!���	 ��@����# GG �&O

utt � uxx � 0, t � 0, x � 0,

u�t�0 � ϕ�x�, ut�t�0 � ψ�x�, ux�x�0 � ν�t�,
"�� ?�	� ����	 ��"	���	���� ��"���1��	��� u "��

x � t.

,. 
�@��� ������ utt � uxx � 09 u�t�0 � 19 ut�t�0 � 4x9

ux�x�0 � 3t2.

*. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ������ utt � uxx � 09

u�t�0 � 8x39 ut�t�0 � 09 ux�x�0 � 2t.

-. �&O ��# ��	��	�	��	!	 �&$

utt�uxx � f �t � 0, x � 0�, u�t�0 � ϕ�x�, ut�t�0 � ψ�x�,
�u�x�0 � μ�t� ��� ux�x�0 � ν�t��

��@�<��# ��� ������ u � v � w9 !��

vtt�vxx � 0 �t � 0, x � 0�, v�t�0 � ϕ�x�, vt�t�0 � ψ�x�,
�v�x�0 � μ�t� ��� vx�x�0 � ν�t��,

���



wtt � wxx � f �t � 0, x � 0�, w�t�0 � 0, wt�t�0 � 0,

�w�x�0 � 0 ��� wx�x�0 � 0�;
"�� ?�	� v ��>	����# ��� �1@�9 � w : � "	�	=�< "����


�"� +<����#9 �. �. w�t, x� �
t�
0

h�t, x; τ�dτ 9 !��

htt�hxx � 0 �t � 0, x � 0�, h�t�τ � 0, ht�t�τ � f�τ, x�,
�h�x�0 � 0 ��� hx�x�0 � 0�,

� � "	�	=�< �����1 t � τ � s ��	��� ������ � �����

�����	29 �	�	��< ��@��� ��� �1@�.

Q. 
�@��� ������ utt � uxx � 4x� 6t29 u�t�0 � 2 sinx9

ut�t�0 � �29 u�x�0 � sin 2t.

/. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ������ utt � uxx � 4xt9

u�t�0 � 2� 4x9 ut�t�0 � 6x29 ux�x�0 � 4t3.

)(. �&O ��# �	����	2 �����1

utt � uxx � f, u�t�0 � ϕ, ut�t�0 � ψ,

�u�x�α � μ1�t� ��� ux�x�α � ν1�t��,
�u�x�β � μ2�t� ��� ux�x�β � ν2�t��

��@�<��# � "	�	=�< ���	�� �����4 ������� "�� f � 09

μk � νk � 0 �=���# �"�
�����1� ��@���# ����

u � a�t�b�x�9 � ����� � �> "	�	=�< ��@����# ��# ���

����. �	��	 �	��� ��. � ���
�#>9 � �	������1� "����1

	��� 	���� ����� �� �����<=�> ������>.
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)). 
�@��� G �&O

utt � uxx � 0, u�t�0 � x�π � x�,
ut�t�0 � 0, u�x�0,π � 0.

)'. 
�@��� G �&O

utt � uxx � 2xt, u�t�0 � x�π � x�,
ut�t�0 � 0, u�x�0,π � 0.

);. 
�@��� G �&O

utt � uxx � 2xt, u�t�0 � x�π � x�, ut�t�0 � 0,

u�x�0 � π2, u�x�π � πt3.

)I. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� G �&O

utt � uxx � x� t, u�t�0 � 1, ut�t�0 � x,

u�x�0 � πt2, u�x�π � 1� t.

),. 
�@��� ���@����< �&O

utt � uxx � x� t, u�t�0 � x, ut�t�0 � 1,

u�x�0 � t, ux�x�l � t2.

)*. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� GG �&O

utt � uxx � �t
2

l
, u�t�0 � x2, ut�t�0 � x,

ux�x�0 � t, ux�x�l � t2.
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). ���	����	� ��������� ��"�	"�	�	��	��� ����� ���

ut � a2uxx � f A��. ���
��B. +�# ��!	 �������# ������

&	@��+���>�� u�t�0 � ϕ9 ��@���� �	�	�	2 "�� f � 0

�����# 3	����	2 �����	��

u�t, x� � 1

2a
�
πt

�
R

exp

	
��x� y�2

4a2t



ϕ�y�dy �

� 1�
π

�
R

e�z
2
ϕ�x� 2a

�
tz�dz.

��� ��@���� �	������1> ����� �	���  1�� "	�����

3���
�# ������ E�z� � 1�
π

z�
�


e�s
2
ds9 	 �	�	�	2 �	��

�	 ������� ��	 E���� � 09 E�0� � 1�29 E���� � 19

E (.

'. 
�@��� �.&�+

ut � a2uxx, u�t�0 �
���T1, x � 0,

T2, x � 0.

;. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� �.&�+ ut � a2uxx9

u�t�0 � T0χ�α,β� A��"����� 	���� � "	�	=�< 3���
�� EB.

I. +�# ���	�	�1> ϕ ��	 ��� ��>	���� ��@���� �� "	 3	��

���� �����	��9 � ��"	����# "������������

u �

�
k�0

tkbk�x�.

���



,. �1����� �����������< 3	����� ��# bk � �1"�����

A3	������	B ��@���� �.&�+ � ���� ���"���	!	 �#��

"	 t.

*. 
�@��� �.&�+ ut � a2uxx9 u�t�0 � x4 � 3x2 � x� 1.

-. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� �.&�+ ut � a2uxx9

u�t�0 � sinx.

Q. ��"	����� ��	 ��	!�� ������ ��# 	��	����	!	 �����

����# ��"�	"�	�	��	��� ��@�<��# � "	�	=�< ���	�	�

�����1> ��@���2 u�t, x� � h

	
x�
t



9 "�� ?�	�

h�z� � C1 � C2E
� z
2a

�
.

/. 
�@��� G �&O ut � a2uxx Ax � 0B9 u�t�0 � 09 u�x�0 � T

� "	�	=�< ���	�	�����1> ��@���2.

)(. -
��.��� 
�&��	��&. 
�@��� ������ 	 ' "	�� ���	����

�1> ������#> ����	����	 ��!���1> A�	 � ����	2 ����

"������	2 � ����1�� >���������������B � �!�	����	

"��������1> � �	"���	��	�����4

ut � a21uxx, x � 0, vt � a22vxx, x � 0;

u�t�0 � 0, v�t�0 � T ;

"�� x � 0 : u � v, k1ux � k2vx.

)). ��"	����� "���
�" +<����# ��# ��������# ��"�	"�	�

�	��	���4 ��@���� ������

�
I�*���*.�� � ��	
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ut � a2uxx � f, u�t�0 � 0;

"�<�9 �	��	��	9 ����� 	��	�	��1� ��. ���	��# "	 x

�	��	 "	���	��� "	 3	����� u�t, x� �
t�
0

h�t, x; τ�dτ 9 !��

h : ��@���� ������

ht � a2hxx, h�t�τ � f�τ, x�;
�� �� ���	��# "	 x A���� ����B.

)'. 
�@��� ���@����< �&O

ut � uxx � 2x� 3, u�t�0 � x,

u�x�0 � 3t, ux�x�l � 2t2.

);. -
��.��� 
�&��	�. & ���� ��������# "�� t � �� ���

@���� ������

ut � uxx, u�t�0 � ϕ�x�, u�x�0 � T1, u�x�l � T2,

Tk � const. +��� 3�������	� 	 L#������.

���� 
����	, *
 ���� 1.
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 �;!��"&#��12 �*$�)	42

). +�# �������	!	 ��������# D�"���� ux1x1 � ux2x2 � 0

��@���� ������ +���>�� � "	��"�	��	��� �x2 � 0�4
u�x2�0 � ϕ�x1� �����# 3	����	2 A��. ���
��B4

u�x1, x2� � x2
π

�
�
�


ϕ�y1�dy1
�x1 � y1�2 � x22

.

��!



'. ��2�� ��@���� ������ +���>��

ux1x1 � ux2x2 � 0, x2 � 0; u�x2�0 � Tχ�α,β�.

;. -
��.��� 
�&��	�. C� �� ������ � �α, β� :� �0,���.
I. 
�@���� ������ +���>�� ��# ��������# D�"���� � ����

!�

Δu � 0, �x� � R, u��x��R � χ

���	���# ���	�	� ����� A��. ���
�� : ���� �=� 3	����

�� �����	��9 �	 	�� ?����������� ���	�� �����B4

u�r, ϕ� � A0 �

�
n�1

rn�An cosnϕ� Bn sinnϕ�,

!�� Ak9 Bk ��!�	 ��>	�#��# �� �����1> ���	��2. C����

�� 	 ���	� ��@����# ������ ��2����

Δu � 0, �x� � R,

u

ν

����
�x��R

! ur�r�R � μ.

,. 
�@��� ������ +���>��

Δu � 0, �x� � R, u��x��R � 2x21 � 3x2.

*. 
�@��� ������ ��2����

Δu � 0, �x� � R,

u

ν

����
�x��R

�
���α, x2 � 0,

β, x2 � 0.

��� ����> α9 β ?�	 �	��	��	 �������_

-. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ������ +���>��

Δu � 0, �x� � R, u��x��R � χ�0,ϕ0�.
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Q. O����� ��# ��������# D�"���� � "�#�	�!	������ ��@��

<��# ����� ���	�	� �����9 "�� ?�	� �.U�D "�@���#

��# �	2 �� 3���
�29 ��# �	�	�	2 ���<��# 	��	�	��1�

�����1� ���	��#.

/. 
�@��� ���@����< ������

uxx � uyy � 0, u�x�0 � 0, ux�x�α � 0,

uy�y�0 � x2 � 2αx, u�y�β � sin
πx

2α
.

)(. 7��� ��� ���	��# ��	��	�	��1�9 �	 �	��	 ��� ��� ���

���� �� ��� � ��@��� "������ ���	�	�.

)). -
��.��� 
�&��	���. 
�@��� ���@����< ������

uxx � uyy � 0, u�x�0 � 2, u�x�π � cos
2πy

l
,

uy�y�0 � 0, uy�y�l � x�π � x�.
)'. -
��.��� 
�&��	�. 0�� ���� ���#���� �� ������4

uxx � uyy � 0, u�y�0,π � 0,

u�x�0,π �

���������
y, y �

�
0,
π

2

�
,

π � y, y �
�π
2
, π
�
.

��2�� 3	��� ������> ����2
 
x � π

2

!
9
 
y � π

2

!
� 	��	�

��������< �1�	�� ��� ���1 � 
�����9 �. �.

u
�π
2
,
π

2

�
��π�2�. � ������#9 ��	 ��	���� 	 ������� ��#

!���	�������> 3���
�2 � �������� �������.
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���� 
����	, *
 ����  #1��.

:"�#'�1# �3��!�3�1# �� + (�!435�
<�*=## !#-#�"#� 7� ��-">6

$"�#'�1# �� ++ (�!435� �� ($�)5�)	"
<) (�)	�4��1�" 5�?@@"A"#�	��" 
 ;$�
��' &�)	">.
5$�))"@"5�A"4� 5����"&#)5"' 
"3� �*=## !#-#�"#.

). K�	 1 ��@��� ����2�	� 	��	�	��	� �K� G "	�#���

a1�x� 
u
x1 � 
 
 
 � an�x� 
u
xn � 0, �1�
���	 �	������� >����������������< ������� �+�

dx1
dt

� a1�x�, . . . ,
dxn
dt

� an�x�,
��2�� �n � 1� �� 3���
�	�����	 ���������1> "���1>

����!���	� Φ1�x�9 . . . 9 Φn�1�x�9 � �	!�� 	 =�� ��@����

A)B "����� ��� u�x� � F �Φ1�x�, . . . ,Φn�1�x��9 !�� F :

"�	���	����# !�����# 3���
�#.

'. 
�@��� ��������� x

u

x � 2


u

y � 0 � ������ &	@� ��#

��!	 � ����1�� u�x�ey � y2.

;. 
�@��� ��������� y2

u

x � x


u

y � 2y2z3


u

z � 0.

I. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ���������

�sin y�
u
x � 2x

u

y � 0

��J�� ���� ��,�*,���, ��*
 �
�����, �� ���� 44@ 	*, �
�
���� �

���� C4@ 64@7 	*, �������
���� :��	� ���� ��� ,��� 
� ������� ���
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��, ��D	� �����
 > 
 &� 
 �����D�� ���*�	�
� ���� ������+��,
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� ������ &	@� ��# ��!	 � ����1�� u�y�π�2 � x4.

,. 
��������� 	 "��������� � &� � !�"�� 	������	� ����

���.

*. �������� � &� ��������� uxx � uxy � 2uyy � xuy � 9y2.

-. -
��.��� 
�&��	�. 
�@��� ��������� uxx�4uyy � x�y
� ������ &	@� ��# ��!	 � ����1�� u�x�0 � y29

ux�x�0 � 0.

�5�7��"#� ��2�� &�9 	 =�� ��@���� � �	�	2 $&9 �����

	 =�� ��@���� � ��>	��	2 $&9 � ���	��
 "	�������� �

����1� &	@�9 "	��� ��!	 "������� ��� "	�	 �1� ����1.

Q. 
��������� 	 "��������� � &� � ?���"������	� � "����

 	������	� �����#>.

/. �������� � &� ��������� uxx� 4uxy� 13uyy� 2yux � 0.

)(. -
��.��� 
�&��	���. �������� � &� ���������

uxx � 4uxy � 4uyy � 8ux � 0.
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�.&�+ : ������ &	@��+���>��

�.U�D : ������ U������D������#

&� : ���	�������2 ���
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�+� : 	 1��	����	� ��33����
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$& : ������� �		������
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n
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